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Uber eine spezielle Hiillkurve

Eine bewegliche Gerade g schneide die Schenkel OA, OB eines festen Winkels in
den Punkten A*, B*. Erfolgt die Bewegung so, dass die Flidche des Dreiecks O4*B*
konstant bleibt, so hiillt g eine Hyperbel mit den Asymptoten OA4, OB ein. Der Mit-
telpunkt der « Sehne» A*B* ist dabei der Beriihrungspunkt.

Ersetzt man den Winkel durch einen zusammenhingenden Streckenzug &, bei dem
die Steigung der Teilstrecken monoton variiert, und bewegt g wieder so, dass flichen-
gleiche Polygone abgeschnitten werden, so entsteht eine aus Hyperbelbogen zusam-
mengesetzte Hilllkurve €. Je zwei benachbarte Hyperbelbogen beriihren sich, so dass
die Tangente von @ stetig ist. Die Berithrungspunkte mit g sind wieder die Mittel-
punkte der durch die Schnittpunkte von g mit & bestimmten Sehnen.

Geht S in einen differenzierbaren Kurvenbogen ohne Wendepunkte iiber, so er-
kennt man, dass auch jetzt di¢ Sehnen flichengleicher Segmente die Hiillkurve € in
den Mittelpunkten beriihren. Diese allgemeine Aussage iiber € kann auf folgende Weise
analytisch verifiziert werden: Es sei y = f(x) die Gleichung des gegebenen Kurven-
bogens in einem rechtwinkligen Koordinatensystem. Sind (24, y;) und (%,,y,) die
Endpunkte der Sehne und F der vorgegebene Inhalt der Segmentfliche, so gilt

X3

[ 10 dx = {1() + [z} (31— 3) = £F. 0

%

Differentiation von (1) nach x; und x, gibt

f(x9) dxg — f(x,) dx, — jlg {f' (1) doey + f'(0g) o} (2 — %))

1 @
— 5 {100 + )} (@5 — dx) = 0.

Setzt man
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schreiben. Das bedeutet, dass die von den Sehnenmittelpunkten M gebildete Kurve
die Sehnen berithrt und somit mit € zusammenfillt. Die Bestimmung von € wird
durch diese Bemerkung oft erleichtert. Wir geben dafiir einige Beispiele.

1.y =x% (x =2 0): Man hat

1 1 1
F= (=) (63 +2) — + (f —x8) = + (n— 5,)° (1 + 5,).
Hieraus folgt
8 8
%, —x, = || 2L v, = x% — ~ |22
A 1= T Y

Wegen

1
3 (x? + x23) = {(xl + xz)z — 3% xz} Xm
ergibt sich

YM":x:l““ 3 ‘4F2x‘,,.

4

Die durch diese Gleichung bestimmte Kurve stellt € fir

xy = 5 V4F
dar.

2. y=sinx (0 =x <m): Aus
F = cosx; — cos xyg — ——;— (%3 — %) (sin x, + sin x,)
ergibt sich, wenn man x, — x, = 2¢ setzt,

Zenay = sin¢{ — ¢ cost. (3)

Einzelne Punkte von € kénnen nun mit der Beziehung

1. . .
Ym = 5 (sin x, + sin xy) = cos? sin x,,

berechnet werden, wobei ¢ fiir jeden zuldssigen Wert von x,, aus der transzendenten
Gleichung (3) bestimmt werden muss. Dabei gilt x, < x < 7 — x,, wo sich x, aus
der Gleichung berechnet, die entsteht, wenn in (3) ¢ = x,, = x, gesetzt wird. Natiir-
lich ist damit auch eine Parameterdarstellung von € gegeben. Die Grenzen des
Parameterintervalls werden aus (3) erhalten, indem man xy =72 bzw. xy = xy=1¢
setzt.

3. y = e*: Multiplizieren wir die Flichenbedingung

F = —;— (23— 2,) (€™ + e™) — (e — ™)
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mit e~ *M und setzen wieder x, — x; = 2 ¢, so erhalten wir
¢ *M F =2 (t cosht — sinht). 4)

Als «Gleichung» von € dient jetzt die Beziehung

Yur = % (e + e™) = e*™™M cosht,

wo ¢ fiir jeden Wert von x,, aus (4) bestimmt werden kann. Auch hier lisst sich sofort
eine Parameterdarstellung anschreiben.

Diese Beispiele zeigen, dass die Natur von € im allgemeinen ziemlich verwickelt
ist. Hingegen gilt folgender, anscheinend nicht allgemein bekannter?) Satz: Die Hiill-
kurve € eines Kegelschnitts ist ein dhnlicher und dhnlich gelegener Kegelschnitt, wobei der
Ahnlichkeitspunkt der (im Endlichen oder unendlichfern liegende) Mittelpunkt des
Kegelschnitts ist.

Dieser Satz ist trivial fiir den Kreis, und mit einer Affinitit lisst er sich sofort auf
die Ellipse iibertragen.

Im Fall der Hyperbel geniigt es, die gleichseitige Hyperbel y = a ¥~ zu betrach-
ten. Setzt man x,= ¢ x,, so ist

F 1 Xy 12—1

S = (Y (ry— %) —In St = —=— —Int. (5)

Fiir F + 0 besitzt diese transzendente Gleichung eine Losung ¢ + 1. Die Behauptung
des Satzes folgt nun unmittelbar aus der Beziehung

a(xi+x) _ a(t+1)p
dx x, 4t

XM Ym =

Das Ahnlichkeitsverhiltnis ist

t4+1 1 5, 1)

A= = [Vt 4+ —). 6

i~z ) @)

Es ist nun allerdings moglich, dieses Resultat aus den Eigenschaften des Kreises
zu gewinnen, wenn man die durch die Relationen

x=X, y=iY (i2=-1)

bestimmte komplexe Affinitit?) benutzt, die den Kreis x2+ y%2=r2? in die gleich-
seitige Hyperbel X2 — Y%= #2 iiberfiihrt. Der Flicheninhalt wird bei dieser Trans-
formation mit ¢ multipliziert, wie man sofort aus der Determinantenformel fiir den
Inhalt der Dreiecksfliche sieht. Das (6) entsprechende Ahnlichkeitsverhiltnis beim
Kreis ist A = cosa/2, wo a durch

s_"

2 .
— (@ — sina)

1) Wenigstens, was die Hyperbel betrifft. Die Aussage fiir die Parabel findet man zum Beispiel in
GrimM und RUEFF, Analytische Geometrie, Leitfaden 1. Teil (Orell-Fiissli-Verlag, Ziirich 1952), S. 143,

%) Eine eingehende Studie dieser Affinitit mit vielen Anwendungen gibt R. GoorRMAGHTIGH (Supplément
a Mathesis, N° 3-5, 1954). Den Hinweis auf diese Arbeit verdanke ich Herrn W. L0ssy, Winterthur,
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bestimmt ist. 4 geniigt also der Gleichung
-;—5; = arccosA — A )1 — 2z (7)
Multipliziert man (7) mit 7 und setzt ¢+ S = F, so erhilt man wegen

1 arccos A = areacoshl = In (2-_-}; Wﬁ—-l) und J1-2A2=:i)A2-1

die fir die Hyperbel giiltige Beziehung

L —m(AxVE1) + Ve -1 (8)

Setzen wir
|
A== (Vt+ —
: (V + W)
und beriicksichtigen, dass #2=2a, so geht (8) bei richtiger Vorzeichenwahl in (5)

iiber. Ferner ergibt sich wegen (6) 4 = A*.
Im Falle einer Parabel y = a x2 hat man

F=32 (tg—x) (5 +20) — 5 (s — 20) = & (% — x,)". (9)

3
s 1]1/36F¢
Y Xe=2y — 2

Y=g (3 +23) =2axk—axx=ax}+ 5 V364F".

Hieraus folgt

€ ist also eine parallel zur y-Achse verschobene Parabel. Das kann auch leicht
geometrisch eingesehen werden: Die zur Sehne AB parallele Tangente beriihrt die
Parabel im Endpunkt P des Durchmessers durch den Sehnenmittelpunkt M. Das
Parallelogramm, dessen eine Seite AB ist, wihrend die andere gleich und parallel MP
ist, hat den konstanten Flicheninhalt 3 F/2. Da nach (9) die zu MP senkrechte
Parallelogrammhéhe konstant bleibt, muss auch MP konstant sein.

Die fiir den Kreis triviale Tatsache, dass die zu flichengleichen Segmenten gehd-
rigen Tangentendreiecke (gebildet aus der Sehne und den Tangenten in den End-
punkten der Sehne) flichengleich sind, gilt auch fiir alle Kegelschnitte. Die Spitzen
der Tangentendreiecke (Schnittpunkte der Tangenten) beschreiben ebenfalls einen
zum Ausgangskegelschnitt dhnlichen und in bezug auf den Mittelpunkt dhnlich gele-
genen Kegelschnitt. Das Ahnlichkeitsverhiltnis ist dabei fiir Ellipse und Hyperbel
reziprok zu dem zu @ gehérenden Wert. Bei der Parabel erfolgt die Parallelverschie-
bung um dieselbe Strecke nach unten wie fiir € nach oben. Alle diese Aussagen
konnen durch einfache Rechnungen verifiziert werden. Sie scheinen aber nur fiir die
Kegelschnitte zu gelten. E. TrosT, Ziirich
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