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86 Aufgaben

Nach L. FEjEs ToTH4) kennt man iiber das extremale Verhiltnis beim Ellipsoid im
Falle £ = 3 die Schitzung

Pa(E) =

n— 2

— ctela . L N

(3 —ctg®m,) ctg o, [w" TS T ] ,

wobei Gleichheit fiir n =4, # =6 und n =12 besteht. Die dem Ellipsoid einbe-
schriebenen Eipolyeder gréssten Volumens sind affin zu den drei entsprechenden
reguldren Dreieckspolyedern. H. HADWIGER

Aufgaben

Aufgabe 268. Consider the elements 1, 2, ..., » and let be given an integer ¥ with
3=k <=mn. To be determined is the minimal system A4 of (i, j)-ambos (1<i<j < n)
with the property that each combination

”kE(ilbiS"")ik)» 1§i1<ig<"'<ik§n

contains at least one ambo from 4. Paur Turan, Budapest

Solution by the proposer: The required minimal system consists exactly of those
ambos (i j) with 1 =7 mod (k2 —1) (*).

Proof: Let E be a system of ambos with the property that each u;-combination
contains at least one ambo of E and E the complementary set of ambos. Hence the
graph corresponding to E does not contain a complete subgraph of order k. If 4 is the
minimal E-system, so is A the maximal system of ambos without a complete subgraph
of order k. But according to my theorem in Colloquium Math. 3, 19-30 (1954) 4 is

identical with the complementary graph of (*), i.e., 4 is identical with the graph (*),
which was to be proved.

Aufgabe 269. Let o(n) denote, as usual, the sum of the divisors of n. Prove that

o(n!l+1)

nl-l—rnéo nl41 =iy

Lo Mosker, Edmonton (Kanada) and J. LAMBEK, Montreal
Lésung (nach Angaben des Aufgabenstellers): Es sei

N=nl+1=]]pe
PN
die Primzahlzerlegung von N. Mittels der leicht verifizierbaren Ungleichung

p-’+p—8+ “se +p-¢< p—l
ergibt sich

a(N) 1y p- - -
—= =T+ +p 2+ +p-) <1 +2p7).
v =11 I

Es geniigt also zu zeigen, dass das rechts stehende Produkt fiir # -> 0o gegen 1 strebt.
Wegen log(1+2p-1) <2p-1ist

log [ J(1+2p=Y) = D log(1+2p" 1)< 2 ) p—1,
2 o "

PN

Wir miissen jetzt also nur noch zeigen, dass J'p=1 fiir n 5> 0o gegen Null strebt. Zu
diesem Zweck bemerken wir zunédchst, dass der kleinste Primfaktor von N grosser als
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n ist, weil N bei der Division durch die p < # den Rest 1 lasst. Die Anzahl der verschie-
denen Primfaktoren von N ist offensichtlich < #, denn sonst wire ihr Produkt >#" > »!.
Ist n(x) die Anzahl der Primzahlen < x, so gilt nach TCHEBYCHEFF!)

X X
Cl’lo—g—x‘<ﬂ(x)<cs'16—g—;, C1<1, C2>1.

Ist € eine beliebig kleine positive Zahl, so ergibt sich hieraus

14¢ € -
n(nite) — n(n) > " L { Cym Cy

2! (1+¢) logn — G logn "\ (I+te)logn Togn| ™
denn »n®/logn wachst mit » iiber alle Grenzen. Zwischen #1+* und » liegen also fiir genii-
gend grosses # mehr als » Primzahlen, unter denen insbesondere alle | N vorkommen
miissen. Verwenden wir nun die bekannte Formel?)

21;-1 = loglog » 4+ 0,261 ... + o(1),
psx

wo o(1) eine fiir ¥ > oo verschwindende Grosse bedeutet, so gilt

Zp"l < 2 p~1=log[(1 + ¢) logn] — loglog»n + o(1)
by

nsp<nlte
= log (1 +¢) +0(1) > log (1 +¢).
Da & beliebig klein gewdhlt werden kann, ist J'p~! >0 bewiesen.

Aufgabe 270. P, sei das Produkt, gebildet aus den Seiten und allen Diagonalen
eines dem Einheitskreis eingeschriebenen »n-Ecks. Welches ist der grosstmogliche Wert
von P, ? E. TrosT, Ziirich

1. Losung: Wir zeigen zuerst, dass das n-Eck reguldr sein muss. Dazu dient folgendes
Lemma: Bewegt sich ein Punkt P auf einem Kreisbogen AB, so ist das Produkt
PA-PB maximal, wenn P den Bogen AB halbiert. (Das folgt daraus, dass dieses
Produkt proportional der Fliche des Dreiecks ABP ist.) '

A,, A,, ..., A, seien die Ecken des n-Ecks in ihrer natiirlichen Reihenfolge auf der
Peripherie. Wir zerlegen P, in [#/2] Teilprodukte P{¥. Ein solches enthalte als Faktoren
alle Sehnen A4;A4; . Fiir (n, ) =¢ bilden diese Sehnen ¢ Vielecke mit je n/t Seiten.
(Fiir £ < & sind es « Sternpolygone».) Wir beweisen nun: Léisst man die Ecken 4; so
variieren, dass die Reihenfolge auf der Peripherie erhalten bleibt, so wird das Seiten-
produkt eines solchen Vielecks (also P{¥ oder ein Teilprodukt von P{*)) bei gegebenem

k maximal, wenn das Vieleck regular ist. Angenommen, es sei 4;_,A4;+ 4;A4; ;. Das
Seitenprodukt wichst, wenn 4; gegen die Mitte des Bogens A;_; 4;A4; ,; riickt. Sollte
bei dieser Bewegung A; auf einen Punkt A, (s = ¢ 4 1) stossen, bevor diese Mitte er-
reicht ist, so kann man A4 im gleichen Sinn fortbewegen, wobei gleichzeitig auch das
Produkt A;_,A;-A; A, zunimmt. Denn 4,_, folgt im gleichen Sinn auf die benach-
barte Ecke 4;_, wie 4, auf 4; und A4, auf 4; ;. Ein k-Polygon (mit n/¢ Seiten) mit
grosstem Seitenprodukt kann also nur reguldr sein. Hieraus schliesst man fast unmit-
telbar auf die Behauptung iiber das Maximum von P,.

Fiir das regulire n-Eck ist P,, als Wurzel aus der Diskriminante D der Gleichung
f(x) =x"—1 =0, gleich n"2, da

” n
D=[Jt()=]]nor"?)=n"
-1 i=1
(x; = n-te Einheitswurzel). ‘ C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht

1) E.Trost, Primszahlen (Birkhiuser Verlag 1953), S. 54, Satz 28.
%) E.Trost, Primsahlen (Birkhiuser Verlag 1958), S. 49, Satz 28.
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2. Losung: Werden die » Ecken des Polygons durch auf dem Einheitskreis der kom-
plexen Ebene liegende Punkte z,, ..., 2, dargestellt, so ist P, gleich

”n

H(zi“‘zk)
i,k=1
[i>k

und damit gleich dem absoluten Betrag der Vandermondeschen Determinante

2 -1
1 2z, 2 2
2 7 —1
1 2z, 25 23
2 -1
1z, =z 2y

EN1 D et =n".
k=1$-0

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn jede Zeile der Determinante zum konjugiert
Komplexen jeder anderen Zeile orthogonal ist, das heisst wenn

n-1
D @EHP=0  (i+j).
=0

Dies ist genau dann der Fall, wenn z; 2; eine n-te Einheitswurzel ist. Die Argumenten-
differenz zwischen je zwei Punkten auf dem Einheitskreis ist dann ein Vielfaches von
2 n/n, das heisst, die Punkte bilden die Ecken eines reguldren Polygons.

PeTER HENRICI, Washington (USA)

Weitere Losungen sandten O. Bucata, Brno (CSR), und J. Scuorp, Budapest.

Aufgabe 271. Man beweise die folgende Aussage: Aus einer beschrinkten und abge-
schlossenen Punktmenge des gewshnlichen Raumes lassen sich vier Punkte so auswah-
len, dass

S 2V3
=0,1225...
Vo 5o =0.1225

ausfillt, wo V, den Inhalt (Lebesguesches Mass) der Punktmenge bezeichnet, der posi-
tiv vorausgesetzt wird, und V der Inhalt des von den vier Punkten gebildeten Telra-
eders ist. Die angegebene Schranke kann nicht verbessert werden; das Gleichheits-
zeichen greift dann Platz, wenn die Punktmenge ein Ellipsoid ist. H.HADWIGER, Bern

Lésung des Aufgabenstellers: Es sei A eine beschrinkte und abgeschlossene Punlkt-
menge vom positiven Inhalt V=7V (4) und T ein von vier Punkten von A gebildetcs,
oder also ein A4 einbeschriebenes Tetraeder vom Inhalt V' =V(T), und es wernlie
p(A4) =supV(T)/V(A) gesetzt, wo sich die Bildung der oberen Schranke iiber alle T bex
festem A erstrecken soll. Bezeichnet 4 die konvexe Hiille von 4, so gilt a) p(4) 2 p(A)
Dies folgt daraus, dass sich offensichtlich zu einem A einbeschriebenen 7 immer ein 4
embeschnebenes T finden lisst, so dass V(T)=V(T) ausfillt und dass weiter
V(A) < V(4) gllt Bezeichnet ferner 4 die konvexe, durch eine Steinersche Symmetii-
sierung an einer Ebene E aus der konvexen Menge A4 hervorgehende, beziiglich E
symmetrische Menge, so gilt b) p(4) = p(A). Ist namlich T dem konvexen Korper A
einbeschrieben und bedeutet T, das beziiglich E zu T symmetrische Tetraeder und
erzeugt man die beiden 4 einbeschriebenen Tetraeder T und T, dadurch, dass man die
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je einen Eckpunkt von T und T, enthaltenden Symmetrisierungsstrecken in 4 lings
der au E ofrthogonal stehenden Symmetrisierungsgeraden samt den Eckpunkten in die
urspriingliche beziiglich E unsymmetrische Lage in 4 zuriickverschiebt, so gilt die mit
einigen elementaren Schliissen verifizierbare Ungleichung

V(T) +V(Ty) 2V(T) + V(Ty);.

wenn die Orientierung der Tetraeder bei der erwdhnten Schiebung nicht dndert, steht
sogar das Gleichheitszeichen?).

Hieraus folgt, dass es zu einem A einbeschriebenen T immer ein 4 einbeschriebenes T
so gibt, dass V(T) = V(T) ausfillt. Mit Riicksicht auf V(4) = V(4) folgt so die Behaup-
tung b). Da man bekanntlich durch fortgesetzte Symmetrisierungen einen konvexen
Korper allméhlich in eine inhaltsgleiche Kugel verwandeln kann, schliesst man mit
einfachen Stetigkeitsbetrachtungen aus b) auf c¢) p(4) = p(K), wo A ein konvexer
Korper und K eine Kugel ist. Mit a) und c) folgt fiir eine beliebige abgeschlossene und
beschrinkte Menge p(4) = p(K) = 2}/3/9 =, wobei noch beriicksichtigt ist, dass das der
Kugelfliche einbeschriebene regulidre Tetraeder unter allen der Kugel in unserem Sinne
einbeschriebenen Tetraedern den grossten Inhalt aufweist. Damit ist das Bestehen der

Behauptung der Aufgabe erwiesen. Das Gleichheitszeichen gilt fiir die Kugel und
wegen der Affininvarianz des Funktionals p auch fiir das Ellipsoid.

Neue Aufgaben

300. Eine Tintenfabrik brachte kiirzlich zu Reklamezwecken eine zusammenfaltbare
Loschwiege aus Karton heraus, die sich durch Herausklappen der beiden seitlichen
(in der Figur schraffierten) Stiitzwédnde, welche nur mit dem Riickenteil zusam-

j A

Ansicht

-
.

A B

Verebnung

menhingen, vollkommen verebnen lisst. Was ldsst sich i{iber die Randkurven
dieser Stiitzwinde aussagen, wenn sie in der Verebnung als kongruente Kreis-
bogen vorausgesetzt werden ? W. WuNDERLICH, Wien
307. Schneiden zwei Kugeln K,, K, mit'den Radien 7,, r, (r, = 7,) sich gegenseitig an,
so entstehen folgende Korper f: 1. Der K; und K,; gemeinsame Stosskorper S.
2. Der Vereinigungskoérper V = K,+ K;— S. 3. Der Restkorper der grosseren
Kugel R,= K,— S. 4. Der Restkorper der kleineren Kugel Ry= K,— S. Unter
der Dicke d eines Korpers R verstehe man im Fall von S und V die Summe, im

3) Dieser Kunstgriff findet sich bei W.BLASCHKE, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 11, 1. und
2. Aufl. (Springer, Berlin 1923), S.191 und 51.
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Aufgaben fiir die Schule

Fall von R, und R, die Differenz der Hohen der Kugelsegmente, aus denen &
durch Addition bzw. Subtraktion entsteht.

Man beweise: Es gibt genau zwei verschiedene Werte d, und d, fiir die Dicke
eines Korpers &, mit vorgegebenem Volumen V, und vorgegebener Oberfliche
F,, sofern die isoperimetrische Ungleichung F¢ > 36 n V¢ erfiillt ist. Sowohl fiir
d, als auch fiir d, lasst sich &, auf unendlich viele Weisen in jeder der Formen
S, V, R,, R, realisieren.

Die Realisierungen S und V bzw. R, und R, werden durch Ungleichungen fiir
71+ 7y bzw. 7, — 7, bestimmt. Wie lauten diese Ungleichungen? E.Trosrt, Ziirich

302. a) Es sei eine unendliche Punktmenge p; (1 <7 < o0) gegeben, die im Endlichen

keinen Haufungspunkt hat. K,, sei der grosste Kreis mit dem Mittelpunkt p,,,
der im Innern keinen andern Punkt p; enthilt. Dann gibt es mindestens einen
Punkt p,, mit der Eigenschaft, dass auf der Peripherie von K,, hichstens 6 Punkte
p; liegen.
b) Wenn die Punktmenge p; (1 <i < n) endlich ist, so gibt es einen Punkt p,,
so, dass auf der Peripherie von K,, hochstens 3 Punkte liegen.
P. ErRp6s und D.Tamari, Haifa

303. Man betrachte diejenigen Dreiecke mit verschiedenen Seitenldingen, bei denen

die Masszahlen der Strecken, die auf den Seiten von den inneren Winkelhalbie-
renden abgeschnitten werden, ganzzahlig sind. Unter diesen Dreiecken ist dasjenige
zu bestimmen, dessen Umfangsmasszahl ein Minimum ist. J.ScrHorp, Budapest

304. Man zeige: Sind a, b, ¢, d natiirliche Zahlen, die der Bedingung a b = ¢ d geniigen,

dann ist
a=(a,c)-(a,d):(a, b, cd).
R. LAUFFER, Graz

Aufgaben fiir die Schule

Es wird kein Anspruch auf Originalitit der Aufgaben erhoben; Autoren und Quellen werden im allgemeinen
nicht genannt. Die Daten fiir Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchweg so festgelegt, dass
der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A 4 gewihlt
werden soll, x-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, z-Achse nach oben, Einheit 1 cm. Anregungen und

1.

Beitriige sind zu senden an Prof, Dr. WiLL1 LUssy, Biielrainstrasse 51, Winterthur,

Die Zahl 100 ist so darzustellen, dass alle Ziffern von 0 bis 9 genau einmal verwendet
werden.

[Viele Losungen, zum Beispiel: 31 4 50 +9 + —i— + _’18_6‘ = 100.]

Die Zahlen 4761, 447561, 44475561, 4444755561 usw. sind ausnahmslos Quadrat-
zahlen.

[Beweis zum Beispiel durch vollstindige Induktion.]

Drei MafBstidbe 4, B, C liegen wie die Skalen eines Rechenschiebers so iibereinander,
dass die Nullpunkte iibereinstimmen. A trigt eine genaue Millimeterteilung, B eine
regelmissige Teilung mit Abstinden von 16/17 mm, C eine solche mit Abstidnden
von 28/27 mm. Bei welchen Marken auf 4, B, C liegen zum erstenmal wieder drei
Teilstriche senkrecht iibereinander ?

[112; 119; 108.]

wq, wp, wy sind die inneren Winkelhalbierenden eines Dreiecks ABC. Spiegelt man
irgendeinen Punkt P der Seite AC an wy, den gefundenen Punkt an wg, den neuen
Punkt an wy,, und so weiter, so kommt man stets nach sechsmaligem Spiegeln auf
P zuriick, ausgenommen, wenn P Beriihrungspunkt des Inkreises ist, wo dreimaliges
Spiegeln geniigt. — Konstruiere ein Dreieck, von dem eine Ecke und die Trédger der
drei inneren Winkelhalbierenden gegeben sind.



Literaturiiberschau 91

5. In einer Ebene E, ist ein Kreis K,(»,) gegeben, in ciner Ebene E, der Kreis K,(r,).

Zeichne den geometrischen Ort des Punktes P, der gemeinsame Spitze zweier dhn-
licher Kegel iiber den Grundflichen K; und K, ist. K, in IT,, M,(8; 6; 0), »,=5;
K,in IT,, M,(13;0; 4), r,=2.
[Die Strecken PM, und PM, verhalten sich wie die Radien, also ist ein erster
geometrischer Ort fiir P die Apollonius-Kugel der Strecke M, M, mit dem Ver-
héltnis 7,:7,; die Hohen der Kegel verhalten sich ebenfalls wie die Radien, demnach
ist ein zweiter geometrischer Ort fiir P ein Ebenenpaar durch die Schnittgerade von
E, und E,. Der gesuchte Ort besteht folglich aus zwei Kreisen.]

Literaturiiberschau

A. SPEISER: Die Theorie der Gruppen von endlicher Ovdnung

284 Seiten mit 43 Abbildungen und einer Farbtafel. Vierte, erweiterte und berichtigte Auflage
Birkhauser Verlag, Basel und Stuttgart 1956

Das allgemein beliebte und bewdhrte Speisersche Lehrbuch der Gruppentheorie, das
nicht nur den endlichen Gruppen gewidmet ist, ist erfreulicherweise in einem neuen,
schmucken Gewande wieder erschienen. Einen besonderen Vorzug bildete von jeher
die Herleitung der Kristallklassen, die in der Neuauflage Krystallklassen heissen. Seit
der 2. Auflage (1927) ist ein besonderes Kapitel, mit sehr schonen Bildern geschmiickt,
der Symmetrie der ebenen Ornamente gewidmet. In der vorliegenden 4. Auflage ist
ein Anhang iiber die Herstellung von Gruppenbildern hinzugefiigt, illustriert durch ein
faszinierendes Titelbild, eine Freude fiir die Augen. B. L. van der Waerden

CH. B. CHLAPHAM: Avrithmetic for Engineers
(The directly usefull Series) 540 Seiten. Chapmann and Hall, fiinfte Auflage, London 1955

Einige Kapiteltitel: Gewohnliche und Dezimalbriiche, Einfache Gleichungen, Ge-
brauch der Logarithmen, Flichen- und Volumenberechnung, Graphische Darstellun-
gen, Der Rechenschieber, Trigonometrie. Das Werk steht hinsichtlich Niveau und
Behandlung des Stoffes ungefihr auf der Stufe eines guten schweizerischen Gewerbe-
schulunterrichtes. Entsprechend dem Zweck des Buches wird der Stoff anhand von
Aufgaben aus der Technik bearbeitet. Stellenweise wirkt das Vorgehen allerdings
reichlich gekiinstelt; etwa dann, wenn hinter der formalen Aufgabe «Vereinfache
v?2—~V2— (v— V)% steht: «Dieser Ausdruck hat einen Zusammenhang mit Wasser-
turbinen!» W. Prokop

ALFRED FREI: Mathematik fiiv den Praktiker

1. Teil: Einfiilhrung in die Algebra als Hilfsmittel fiir die I.6sungen
beruflicher Aufgaben des Praktikers

64 Seiten. Selbstverlag des Verfassers, Basel 1953

Das Biichlein fiihrt den Leser anhand einfachster « Textaufgaben» vom direkten
Rechnen mit Zahlwerten zur Aufstellung und zum Gebrauch von Formeln sowie zur
Behandlung von einfachen (linearen) Gleichungen. Die Handhabung der auf diesem
anschaulichen und sehr ausfiihrlich dargelegten Weg gewonnenen Gesetze der elemen-
taren Arithmetik und Algebra wird jeweils noch an einigen formalen Beispielen ein-
geiibt. Sehr zu schitzen ist, dass auch auf Dinge, welche oft — speziell vom Anfinger —
als unwesentlicher Ballast und dusserliche Schikane empfunden werden, grosses Gewicht
gelegt wird: Ubersicht, Kontrollen, korrekte Schreibweise (aneinandergehingte Teil-
rechnungen, Bruchstriche, Indizes), Angabe der Einheiten und &hnliches. Fiir den
im Titel zum Ausdruck kommenden Zweck ist das Biichlein gut geeignet., W. Prokop
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