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8 Kleine Mitteilungen

ist ganz leicht. Man braucht nur auf beiden Seiten von (27) den In zu bilden und
%[n = h zu setzen; dann reduziert sich die Behauptung auf

. In(1+ A)
lim ——~ x=x. 28
e h (28)
Nun ist
lim In(1+ A) — lim In(14+ A) — In1
h—0 h h—0 h

einfach die Ableitung des Logarithmus bei Eins, also Eins. Damit ist (28) und daher
auch (27) bewiesen. Als Spezialfall von (27) fiir x = 1 folgt die bekannte Formel
. 1\»
o= Jim(1+3)" @
die manchmal als Definition von e benutzt wird.

Aber das sind Zusitze, die man auch dem Hochschulunterricht iiberlassen kann.
Die Hauptsache ist die Definition des Logarithmus vom Flicheninhalt aus. Gerne
mochte ich das Urteil der Lehrer dariiber vernehmen, ob diese Definition fiir die
Schule brauchbar erscheint. B. L. vAN DER WAERDEN

Nachtrag. In dem Buche von W. BREIDENBACH, Arithmetik und Algebra zum
Selbstunterricht, 3. Auflage (Verlag Brandstetter, Leipzig 1944), sind die Logarithmen
genau so eingefithrt wie hier.

Kleine Mitteilungen

sinx 1

Vom Grenzwert lim
x—0 X

)

Die iibliche Art, die Differentiation der trigonometrischen Funktionen herzuleiten,
ist folgende:

sin—
d . .. sin(#4hk)—siny . h 2
7y Sinx = ’1'1_’1110 7 = }1_% cos (x+ —2—) T (1)
2
oder auch ) .
; cosh—1 . sin
= ’}1_% {———7;———~ sinx 4 7 COSx}. (2)

In beiden Fillen braucht man unter anderem den Grenzwert }gr}) (sinx/#x). Man leitet

ihn nach uralter Gepflogenheit aus den Ungleichungen sinx < ¥ < tgx fiir 0 < ¥ < n/2
her. Das geht einwandfrei, wenn man die Integralrechnung schon bis zur Definition und
Berechnung der Bogenldnge entwickelt hat. Gewdhnlich aber verwendet man einen
anschaulichen Bogenbegriff und entnimmt die Ungleichungen der Anschauung, indem
man den Leser oder Hérer damit trostet, dass mit der Integralrechnung alles in Ordnung
kommen wird. Mitunter beruft man sich auch auf die von ARCHIMEDES gelehrte Kreis-
rektifikation, wogegen folgendes einzuwenden ist: Der Horer kennt aus der Elementar-
geometrie die Winkelmessung, etwa in Graden. Fiihrt man das Bogenmass des Winkels
ein, dann ist man eigentlich verpflichtet, dem Horer zu zeigen, dass es dem ihm geldu-
figen Mass proportional ist. Das geht am einfachsten, indem man die Giiltigkeit der
Cauchyschen Funktionalgleichung b(x + y) = b(#) + b(y) beweist, wo b(») das Bogen-

1) Vortrag auf dem Vierten Ssterreichischen Mathematikerkongress in Wien im September 1956.
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mass des Winkels » bedeutet. Diese Gleichung ldsst sich mit dem Archimedischen Ver-
fahren der wiederholten Zweiteilung nur in Sonderfillen einsehen. Wenn x» und y
inkommensurabel sind, braucht man dazu allgemeinere Einteilungen, das heisst im
wesentlichen den Riemannschen Integralbegriff.

In radikaler Weise vermeidet man diese Schwierigkeiten, wenn man die trigono-

x
metrischen Funktionen mit Hilfe des [d#/(1 + #?) einfiihrt?). Ihre Differentiation er-

0
gibt sich dann als Umkehrung der Integration, der girr%) (sinx/x) als Ableitung des

Sinus bei ¥ = 0. Abgesehen davon, dass man dabei die Winkelfunktionen erst verhilt-
nismaéssig spit verwenden kann, hat dieses Vorgehen den Nachteil, von der historischen
Entwicklung sehr stark abzuweichen.

Ich will deshalb hier einen Weg zeigen, auf dem man das Bogenmass des Winkels und
die Differentiation der trigonometrischen Funktionen ohne den Begriff der Bogenlinge
entwickeln kann.

Wir setzen irgendeine Winkelmessung, zum Beispiel in Graden, und elementargeo-
metrische Bekanntschaft mit den trigonometrischen Funktionen voraus. Aus dem
Additionstheorem des Cosinus liest man unmittelbar ab, dass dieser im ersten Qua-
dranten monoton abnimmt, der Sinus daher hier monoton zunimmt. Elementargeo-
metrisch ist ferner klar3), dass beide Funktionen in diesem Gebiet eindeutig umkehrbar
sind, aus welchen Eigenschaften die Stetigkeit unmiittelbar folgt.

Wir zeigen nun, dass (d/dx) sinx bei beliebiger Winkeleinheit fiir 0 < x <R, wo
R die MaBzahl des rechten Winkels ist, existiert und dem cosx proportional ist. Dazu
bestimmen wir xh_% (sinx/x), wo » die Masszahl des Winkels in irgendeinem fest ge-

wihlten Winkelmass bedeutet, ohne Verwendung eines Bogens.
Durch wiederholte Anwendung der Formel

. .1 x
sinx = 2 sin—- COS—-

2 2
gewinnen wir die Gleichung '
sinx = py(#) gu(#), (3)
wo
x x x &
p,,(x)=cos—2—cos-4- TR n(¥ )—~2"sm—57
ist. Setzen wir noch
x
n(%) = Pu(#) COS——Z—;—,
dann gilt, wie leicht zu sehen,
Pa(%) > Puia(#),
70(%) < 7,11(%), fir O<x<R.

7a(%) < Pu(%),

Daher existiert ,,li,n&, Pu(¥) = p(#) und es ist, immer in diesem Bereich,

1> p(x) > r,(x) = cos?—- 2 ¥ >o. (4)
Daher existiert auch
lim g(%) = g(#) > 0
”—>00
und es ist
sin x = p(#) q(#). (5)

%) Siche ViETORIS-LocHs, Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung (Universitatsverlag
Wagner, Innsbruck 1951), S.124-144.
3) Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Seiten und dem der grésseren gegeniiberliegenden Winkel
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Ferner gilt
g(x+y)=q(*) +q(y) fir O0<r<zr+y<R.
Denn
— i in ZEY) in—2 cos -2 + 2% sin - cos %
q(x+y) ——"ll’ngo{Z”sm % }-”li*ngo{Z”sm 2% COS oy + 2% sin 5w COS 2”}
=4g(%) +49(y)

wegen der Stetigkeit des cosx bei ¥ = 0. Weil alle ¢,(x) in unserem Bereich monoton
wachsen, nimmt dort g(#) nirgends ab. Daher hat g(x) als Lésung der Cauchyschen
Funktionalgleichung die Form ¢(#) = ¢ #, wo ¢ eine Konstante >0 ist. (5) nimmt damit
die Form sin » = ¢ ¥ p(#) an, das heisst, esist sinx¥/x = ¢ p(x). Wegen (4) ist xl_i}xg}fp(x) =1,
also

., sinx . sinx
lim = lim =
x—0+ X x>0 -
Damit ist nach (1) oder (2)
—— Ssinx=ccosx.
ax

Setzen wir ¥ = y/c und siny/c = s(y), cosy/c = c(y), dann wird
d d
Ty s(y) =c(y) wund ay c(y) = —s(y).

y ist das Bogenmass des Winkels. Weil dieser Name aber erst in der Integralrechnung
erklidrt wird, nennen wir es hier lieber das natiirliche Winkelmass¢4).
¢ kann man aus der Gleichung

= lim {2 sin —-
cx-”l_x_’néo{z sin 2”} (6)

fiir ein beliebig gewidhltes x berechnen. Ist 3 x, die MaBzahl des gestreckten Winkels,
dann ist

1 1—)1—al
= und a,., = ——————2————’—'—

; . X .
Jim {2 sin e} = i (22a). wo =

ist. Dieser wohl schon ARCHIMEDES bekannte Grenzwert ist z/3. Er kann als Definition
von n genommen werden. Nach (6) ist also ¢ = #n/3 x,. Wird » im Gradmass gemessen,
dann ist x,= 60 und ¢ = n/180. & erscheint bei dieser Auffassung als Masszahl des
gestreckten Winkels im natiirlichen Winkelmass. L. VierToris, Innsbruck.

Ungeldste Probleme

Nr. 15. Nach dem bekannten Hellyschen Satz haben alle Eibereiche einer Menge
ebener Eibereiche einen nichtleeren Durchschnitt, falls dies bereits fiir je drei Ei-
bereiche der Menge zutrifft. — Wir fragen hier, ob sich eine modifizierte Aussage
noch machen lisst, wenn man mit wesentlicher Abschwichung der genannten Vor-
aussetzung des Hellyschen Satzes nur verlangt, dass sich unter je vier beliebig aus
der Menge ausgewihlten Eibereichen stets wenigstens drei finden lassen, die einen
nichtleeren Durchschnitt aufweisen. — Das mit Figur 1 veranschaulichte einfache

4) Wir mussten hier fiir den Augenblick die Winkelfunktionen des im natiirlichen Winkelmass ge-
messenen Winkels anders bezeichnen als fiir das urspriinglich verwendete Winkelmass,
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