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Einfithrung in die Theorie der quasikonformen Abbildungen
Zum 60. Geburistag von Herrn Walter Saxer, am 2. Dezember 1956

1. Einleitung

In einer fritheren Arbeit iiber Entwicklung und Bedeutung der konformen Abbil-
dung [5]1) beleuchtete ich den allgemeinen Abbildungsbegriff und wies vor allem auf
die spezielle funktionentheoretische Transformation hin, die vermittels analytischer
Funktionen erzeugt und als konforme Abbildung bezeichnet wird. Am Schlusse
dieser Betrachtung wurde noch auf eine allgemeinere Abbildungsart hingewiesen,
ndmlich auf die quasikonforme, die im Zuge der modernen Untersuchungen, besonders
im Zusammenhang mit der Funktionentheorie, immer grossere Bedeutung erlangt.
Gleich wie in diesem erwiahnten Artikel iiber konforme Abbildungen méchte ich hier
versuchen, die Grundlagen der quasikonformen Abbildungen mit moglichst elemen-
taren Hilfsmitteln zu entwickeln. Besonderer Wert sei dabei auf die Gegeniiberstel-
lung von quasikonformen und konformen Abbildungen gelegt, und weiter moge aus
diesen Betrachtungen hervorgehen, wie eine quasikonforme Abbildung im Grenzfall
in eine konforme iibergehen kann.

Im vorliegenden Beitrag verwende ich die iibliche Terminologie, wie sie von
GROTZzSCH [2] und TEICHMULLER [8] vorgeschlagen wurde, weiter durfte ich ein unver-
offentlichtes Manuskript von H. WITTICH beniitzen.

2. Stetige und stetig differenzierbare Abbildungen

Stellen wir uns die Aufgabe, das Innere des Kreises 2+ y2 <1 stetig auf die
punktierte Ebene %2+ v2 < oo abzubilden, so ist das méglich durch

X y

Vf:’.:;?f*;; ¢ Y1—at—y?
Diese Zuordnung ist umkehrbar eindeutig, denn

v

u
Vizwio 0 Yitwiier

1) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis, Seite 129.
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Wir haben es also hier mit einer topologischen Abbildung, das heisst einer umkehrbar
eindeutigen und stetigen Transformation zu tun, die den Einheitskreis einer z-Ebene
auf eine punktierte w-Ebene bezieht. Im folgenden untersuchen wir allgemeine topo-
logische Abbildungen w = w(z) = u(x, y) + 7 v(x, ), bei denen sich die beiden Funk-
tionen u(x, y) und v(x, y) eindeutig verhalten und zudem u,, u,,v,, v, noch stetig
sind. Wegen der umkehrbaren Eindeutigkeit unserer Abbildung ist die Funktional-
determinante
A=u,v,—u,v,+0

in jedem Punkt z des Existenzgebietes. Fiir unsere Beispiele setzen wir stets 4 > 0
voraus.

Bei der oben betrachteten Funktion interessieren wir uns jetzt fiir die erste Ablei-
tung im Punkte z,, und zwar in einer bestimmten Richtung g. Dabei gehen wir aus
vom Differenzenquotienten Aw/4z und setzen Az =2z — z,, Adw = w(z) — w(z,). Wegen
der stetigen Differenzierbarkeit ist

u=u,l) Adx +u,(l) Ay = u,(20) Ax + u,(z) Ay + <e> Ax + <e> Ay, (1)
v=1v,(0) Adx + v (§) Ay = v,(z5) Ax + v,(29) Ay + (&> Ax + (&> Ay. (1)

Mit (&> bezeichnen wir wie iiblich eine Grosse, deren Betrag <e ist. (1) und (1)
gelten also in einer e-Umgebung von z,, das heisst fiir |z — z| < 7(e).
Fiir den Differenzenquotienten

dw  Au+idv  (uytiv,) Ax + (uy+iv,) Ay +¢ed
Az~ Ax+idy Ax +1idy

fithren wir die Richtungsabhingigkeit ein durch Ax =7 cosg und 4y =7 sing und
gehen fiir diese Richtung zum Differentialquotienten

. Aw dw (uy+1v,) cosg + (u,+iv,) sing
1m z== = '
Alx—>0 Az dz cosg + sing

iiber. Die notwendige Bedingung fiir die Richtungsabhingigkeit erhalten wir be-
kanntlich so:

Fiir ¢ =0 ist _d_ff_z “,+iv,
und fiir ¢ =7/2 ist
% =—tu%,+7,
also gilt
u,=v, und u,=-—v,. (2)

Umgekehrt kann man auch zeigen, dass wenn neben den gemachten Voraussetzungen
auch die Beziehung (2) erfiillt ist, die Abbildung eine bestimmte, richtungsunabhin-
gige Ableitung dw/dz|,., besitzt und w(z) zudem im Punkte z =z, eine eindeutige
analytische Funktion darstellt.
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Im weitern interessieren wir uns wieder fiir den allgemeinen richtungsabhingigen
Fall und setzen

@‘2— (w7 + vZ) cosp + 2 (u,u,+v,v) sing cosp + (43 + v?) sin?p.  (3)
Fiir den Ausdruck rechts in (3) schreiben wir noch

h(g) = E cos?p + 2 F sing cosp + G sin?g.

Nimmt ¢ alle Werte zwischen 0 und 2 zx an, so weist die Funktion 4(¢) ein Maximum
M und ein Minimum m auf, so dass fiir alle ¢ gilt

=M.

méiﬁhj;

d

Die Extremalwerte m und M erhalten wir, indem die quadratische Form fiir | dw/dz|?
auf die Hauptachsenform gebracht wird und fiir die dann die zugehorige Sikular-

leichun
g g E_ 3 o

aufzuldsen ist. Die beiden reellen Wurzeln ergeben die Werte

2 2
Alzm_EJrG VE2+G 44’ 122M2E+G+1/EZ+G — 447 )

(A2=E G — F?.

Besonderes Interesse verdient der Quotient

dw
Max|—— R
dz M
D=—“ L _ |/~ (5)
. | dw m
Min | ——
dz

Um diesen auszurechnen, setzen wir nach (4)

M+m=E+G und mM=A2=FEG — F?2.

Mim _Ei6 g L2 ))n)
2yMm 24 2 m M)

_ 1/1‘;4;‘ _K+ VK —1. (6)

Es ist nun unser Ziel, die geometrische Bedeutung des gefundenen Quotienten zu -
finden. Dazu approximieren wir unsere Abbildung w = w(z) in der Umgebung des

Dann ist

1

A

Daraus aber folgt
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Punktes z, durch eine nicht ausgeartete affine Abbildung
u—u(zy) =adx +bAy, l

v—v(zy) =cAx +d Ay l
oder als Umkehrfunktion
x—xg=0o0du+f Av,

y—vo=2»Au+ 6 Av.
Aus
|2 — 2p|2 =72 = Ax? 4+ Ay?

= (2 4+ p2) Au?+ 2 (a B + y 6) Au Av + (B2 + 6?) Av?
entnehmen wir, dass aus der Kreislinie |z — zy| = 7 durch die affine Abbildung in der

w-Ebene eine Ellipse € entsteht, mit dem Mittelpunkt in w(z,). In Analogie zu (3)
erhalten wir jetzt unter Beriicksichtigung von (7) die Beziehung

lw=w|* _ e*
|z —z[? 72

= (a%+ c?) coste + 2 (a b+ cd) sing cosp + (b%+ d?%) sin2¢p (8)

und schliessen daraus, dass die Ellipse € die Halbachsen 7 VM und 7 Vm aufweist.
Damit erkennen wir auch, dass die in (6) eingefithrte Grosse geometrisch das Ver-
hiltnis von grosser Achse zu kleiner Achse der Verzerrungsellipse € darstellt. Schrei-
ben wir jetzt unsere urspriingliche Funktion w = w(z) in der Form

w = w(z) = u(x, y) + 1 v(x, y)

I

w(zg) +aldx+bAy +iv(zg) +icAx+idAdy + <e),

so kénnen wir nach den obigen Erlduterungen schliessen, dass das Bild des Kreises
|z — 25| =7 < 7(e) eine einfache geschlossene Linie darstellt, die um so weniger von
einer Ellipse abweicht, je kleiner der Radius 7 des Kreises wird, das heisst mit anderen
Worten: Unsere Funktion w = w(z) bildet einen infinitesimalen Kreis um z, in eine
infinitesimale Ellipse um den Punkt w(z,) ab mit dem Hauptachsenverhiltnis

D= ‘/-f;f~ —K+VK 1.

D =D, bezeichnet man als den Dilatationsquotienten der Abbildung, der ebenfalls
eine Funktion von z ist und nach Definition =1 sein muss. Fiir D =1 folgt nach
(6), dass auch K =1 werden muss, und weiter

E+G
2)/EG — F?
das ist der Fall fiir

=1 oder (E—G)?=—4F¢?

E=G wund F=0. 9)
Die Relation (9) ist auch gleichbedeutend mit

u,=v, und wu,=—v, (10)
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oder

u,=—v, und u,=v,. (10%)
In beiden Fillen geht also ein infinitesimaler Kreis um z, in einen infinitesimalen
Kreis um w, iiber. Bei (10) bleibt der Umlaufssinn erhalten, und die Abbildung ist in
der Umgebung von z, konform. (10’) liefert uns hingegen eine indirekt konforme
Abbildung in der Umgebung von z,, bei der der Drehsinn durch die Abbildung
geindert wird. Zusammenfassend halten wir fest:

Die Funktion w = w(z) = u(x, y) + 1 v(x, y) ser tn einem Gebiet G, der z-Ebene ein-
deutig mit stetig differenzierbaven Real- und Imagindrteilen. Die Abbildung von G,
auf ein Gebiet G, der w-Ebene heisst dann quasikonform, wenn der Dilatationsquotient
D, gleichmadssig beschrinkt bleibt, das heisst D,,, = C, wobes C unabhingig von z
blesbt.

3. Eigenschaften der quasikonformen Abbildungen im Kleinen
1. D,,=D,,. (11)

Dies ergibt sich sofort aus den bekannten Differenzierbarkeitsregeln der Umbkehr-
funktionen.

2 1 doy, <

dw |2
D,y d"z do, ) (12)

dz J =T gg,

Beweis: Aus

dw |2 1/ doy,
< ‘di =M und  A=VMm -3
folgt
1 do, m , daw |2 __ M , »JL?I‘ doy,
b de —ad=m= g = A= ) 4=Duy
3. Fiir die zusammengesetzte Abbildung
{=C(() und w=w({)
oder direkt w = f(z) gilt
Dz/szz/C Dt/w‘ (]3)

Beweis:

Max -«—1 =< Ma x} - \Maxb i

Mm( l_Mm dC*Mm ?l

Dividieren wir die beiden Ungleichungen durcheinander, so folgt die Behauptung.
4. Der Dilatationsquotient ist eine konforme Invariante: w = w(z) bilde G, quasi-

konform in G, ab. G; und G, seien konforme Bilder von G, und G,,. Die zusammen-

gesetzte Abbildung ¢ -z >w - w ergibt eine quasikonforme Abbildung von G, in

2) Mit do, bzw. doy, bezeichnen wir das Flichenelement in der z- bzw. in der w-Ebene.
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G, mit

Beweis: Aus der Richtungsunabhingigkeit von

dw d dz
‘% un ac
folgt
Max ._d_(i’_‘ . _d_z_u_ . _q_i Max .ii}g
D. — dw dz a¢ _ dz _D. .
T in S T T g [
dw dz a¢ dz

4. Eigenschaften der quasikonformen Abbildungen im Grossen

Wie schon in der Einleitung erwidhnt wurde, so spielen die quasikonformen Abbil-
dungen in der Funktionentheorie eine sehr zentrale Rolle, denn oft kommt es vor,
dass eine Hilfsabbildung von einem Gebiet G, auf ein Gebiet G, auszufiihren ist, bei
der die Rianderzuordnung vorgeschrieben ist. Diese Aufgabe ldsst sich im allgemeinen
nicht mehr konform, oft aber noch quasikonform ausfithren, wie das im folgenden

Beispiel gezeigt werden soll.
Das Rechteck

soll so quasikonform auf das Rechteck

R, O0=su=n O=vsl

abgebildet werden, dass alle Randpunkte festbleiben, bis auf die Punkte der oberen
Seite, fiir die die vorgegebene Zuordnung gelte:

{x=t,yzl}—a»{u:t-{—ysint,v:l}
(Ogtgn und Oéygé).
Diese Abbildung kann angegeben werden durch
u=x+yw(x), v=y mit w(x)=rysinx.
Dann ist
u,=14+yw, uy=w(x), v,=0, v,=1,
E=(14+yycosx):<(1+9)? G=14+w?=1+9?
; 1
F=(1+yo)w =5 (-1,

Aus K = (E + G)/2 A folgt die Abschitzung fiir die Dilatation.
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Fiir kleines y weicht die Abbildung wenig von der Identitit ab. Ahnliche Abbil-
dungen wurden in letzter Zeit hdufig im Zusammenhang mit der modernen Wertver-
teilungslehre verwendet [6]. Im Zentrum solcher Betrachtungen steht der funda-
mentale Verzerrungssatz von TEICHMULLER [8] und WitTicH [11], den wir hier ohne
Beweis wie folgt erwihnen mochten:

Die punktierte z-Ebene sei eineindeutig und quastkonform auf die punktierte w-Ebene
abgebildet. Fiir den Dilatationsquotienten gelte eine Abschitzung D < C(|z|), wo C(7)
fity v > 00 so schnell gegen 1 strebt, dass das Integral

3 dr
/ {co -3 &
konvergiert, dann ist bei Anndherung an den unendlich fernen Punkt
|w| ~y |z

(v bedeutet eine Konstante, iiber die man Naheres aussagen kann). Auch diese Rela-
tion stellt eine Verallgemeinerung eines Satzes aus der Theorie der konformen Abbil-
dungen dar, denn bildet w = w({) eine Umgebung von { = oo in eine solche von
® = oo mit w(co) = oo schlicht und konform ab, so folgt aus

o) =al+a+ G+ =ag(1+{3]),

dass
|o| =alz| A+e{l}); e{{}>0 fiur |{]|>oo.

Im Falle der quasikonformen Abbildung gilt also der Satz, dass Kreise mit sehr
grossem Radius in kreiséhnliche Kurven iibergehen, nur unter der Voraussetzung der
obigen Integralbedingung, diese aber verlangt, dass unsere Transformation in der
Umgebung des unendlich fernen Punktes nur sehr wenig von der Konformitit ab-
weicht.

Eine weitere Hauptfrage-aus dem Gebiete der Funktionentheorie bezieht sich auf
den Typus einer Riemannschen Fliche. Eine solche Fliche nennt man bekanntlich vom
hyperbolischen bzw. vom parabolischen Typus, wenn sich diese durch eine analytische
Funktion auf das Innere des Einhettskreises bzw. auf die punktierte Ebene abbilden ldsst.
Bekannt ist, dass der Typus einer Riemannschen Fliche konform invariant bleibt,
aber es gilt weiter, dass auch die allgemeinere Transformation, ndmlich die quasi-
konforme, den Typus einer Riemannschen Fliche ebenfalls nicht zu 4ndern vermag.
Wiire das nicht der Fall, so liesse sich die punktierte Ebene zuerst eindeutig und
konform auf ihre Riemannsche Fliche vom parabolischen Typus abbilden. Diese
Fliche kénnte man quasikonform auf die zweite Riemannsche Fliche vom hyper-
bolischen Typus beziehen und diese schliesslich konform auf den Einheitskreis. Nach
Aussage (4) aus Abschnitt 3 ergibe sich dadurch eine eindeutige quasikonforme
Abbildung der punktierten Ebene auf den Kreis |w| <1. Im folgenden zeigen wir,
dass eine derartige quasikonforme Abbildung nicht existiert. Wire w = w(z) eine
solche Abbildung mit D,;,, < C, so kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
w(0) = 0 voraussetzen. Aus |z| = » entsteht eine Kurve I',, die fiir » > 7, ausserhalb
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eines Kreises |w| = g, verlduft und diesen umschlingt, ihre Linge L(r) ist also
= 2 m p,, das heisst

270y = L(r) /[dw| ~~11’d(p.
Nach der Schwarzschen Ungleichung wird dann
</ irdq) 2nr/|~ﬁ17d
und
1 7 a
w
27tg§7= 17[} rdep.

Das gilt fiir alle » = 7,. Integrieren wir von 7, bis R, so erhalten wir unter Beriick-
sichtigung von (12)

R 2n

2moplog < [ [ |4
7y O

das ist aber nicht méglich, da R beliebig gross gewihlt werden kann.

27drd<p§C | —l‘id =C // do, < Cm,

r.,<|z|< g‘,<\w\<1

5. Schlussbetrachtungen

Neben der bedeutenden Entwicklung, welche die konforme Abbildung in unserem
Jahrhundert erfuhr, hat sich besonders in den letzten zehn bis zwanzig Jahren auch
die Theorie der quasikonformen Abbildungen in grosstem Ausmasse entfaltet. Dabei
bestand allerdings nicht die Absicht, lediglich Probleme der konformen Abbildung
summarisch zu {ibertragen, sondern man interessierte sich vielmehr fiir diejenigen
Eigenschaften bestimmter Sdtze aus der Funktionentheorie, die nicht durch die
Analytizitit bedingt waren und die also bei quasikonformen Abbildungen erhalten
bleiben. Wir verzichten, um den Rahmen, in welchem wir unsere-elementaren Be-
trachtungen halten, nicht zu weit zu ziehen, im folgenden auf nihere Beweise und
begniigen uns mit wenigen Hinweisen, die uns die Entwicklung der letzten Jahre
illustrieren sollen. So kennt man heute die Existenz einer Koebeschen Konstante bei
quasikonformen Abbildungen [4] sowie den Einfluss dieser Abbildung auf Punkt-
mengen einer bestimmten Kapazitit und das Verhalten der Robinschen Konstante [7].
Erweitert man den Begriff der quasikonformen Abbildung auf pseudoregulive Funk-
tionen, die auf bestimmten Riemannschen Fliachen vorgegeben sind (vgl. HErscH [3]),
so erhidlt man fiir diese Klasse die Sidtze von PiCARD, LINDELOF, SCHWARZ, LANDAU,
ScHOTTKY und anderen mebhr.

Wie bei den konformen Abbildungen, so spielen auch bei den quasikonformen d1e
Verzerrungssitze eine fundamentale Rolle. In einem vorwiegend elementaren Beispiel
zeigt TEICHMULLER [9], dass eine quasikonforme Abbildung des Einheitskreises |z| <1
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auf sich, bet der alle Randpunkte fest bleiben, den Mittelpunkt um hiochstens

2 (Supr. D —1)
verschieben kann.

Die modernsten Untersuchungen, die vorwiegend auf TEICHMULLER [10] und
AHLFORS [1] zuriickgehen, beschiftigen sich mit den extremalen quasikonformen
Abbildungen zweier Gebiete aufeinander. Man stellt sich hier die Frage, ob unter den
unendlich vielen quasikonformen Abbildungen von zwei bestimmien Gebieten, die nicht
konform dquivalent sind, eine Limesfunktion existiere, bei der das Maximum des Dila-
tationsquotienten moglichst klein werde. Dieses Problem, das keineswegs elementar ist,
kann heute weitgehend als geldst betrachtet werden, indem nédmlich feststeht, dass
unter bestimmten Voraussetzungen stets eine derartige Grenzfunktion existiert und
dass dann bei dieser Extremalenabbildung interessanterweise ein konstanter Dilata-
tionsquotient auftritt.

Auf ein anschauliches Beispiel angewendet, heisst das: Falls das Rechteck
R,(0<Rz<a; 0<Jz<b) soauf das Rechteck R, (0 <Rw <a; 0 < Jw <p)
abgebildet wird, dass die Ecken 2 =0,a,a+1b, 1bimw =0, a, . + 1 8, © 8 tibergehen
und der Dilatationsquotient iberall < C ist, dann gilt

becl

o

IA

Gleichheit gilt nur fity eine affine Abbildung. H.P.Ki{nNz1, Ziirich.
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