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86 Ungeldste Probleme

Die Zahlen der Tabelle stellen die Naherungswerte des vollstindigen elliptischen
Integrals K(k) mit k£ = sina/2 dar.

In den oberen Halbzeilen stehen jeweils die errechneten Werte, in den unteren
die prozentualen Abweichungen vom genauen Wert. H.WacGNER, Karlsruhe.
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Ungeloste Probleme

Nr. 12. Herr H. LeNz (Miinchen) macht uns auf das folgende elementargeome-
trische Problem aufmerksam, dessen Losung unseres Wissens noch nicht allgemein
aufgefunden werden konnte: Wie gross kann der Flacheninhalt F eines ebenen kon-
vexen n-Ecks vom Durchmesser D = 1 hochstens sein?

K. REINHARDT!) hat unter anderemgezeigt, dass unter allen #-Ecken mit vorgeschrie-
benem Durchmesser das reguldre n-Eck sicher dann den grosstmoéglichen Flacheninhalt
aufweist, wenn » ungerade ist. Fiir gerade » > 4 ist jedoch die Frage noch ungeklirt.

Fiir den Fldcheninhalt F eines beliebigen #-Ecks vom Durchmesser D =1 gilt die
Ungleichung "

F§2

T t
cos— - tg—— (n =23),
wobei das Gleichheitszeichen dann gilt, wenn # ungerade und das #-Eck regulir ist.
Hierfiir hat H. LNz kiirzlich?) einen iibersichtlichen Beweis veroffentlicht. Die an-
gewandte Methode zur Ermittlung des in unserem Sinne extremalen Polygons schei-
tert fiir gerade » am Umstand, dass es keine gleichseitigen Reuleaux-Polygone mit

gerader Seitenzahl gibt. H. HADWIGER.

Aufgaben

Aufgabe 237. Es seien a, < a, < --- die Zahlen mit hochstens zwei verschie-
denen Primfaktoren. Dann ist zu zeigen, dass es eine Zahl ¢ > 0 gibt, so dass fiir
unendlich viele %

Ap,q— Gy > clogk .
Lisst sich dieser Satz verschirfen ? Kann man also zeigen, dass

fim %1~ %

= ?
k=00 logk o0

P. ErDOs, Jerusalem.

1) K. REINHARDT, Extremale Polygone gegebenen Durchmessers, Jber. dtsch. Math.-Ver. 31, 251-270 (1922).
2) H. LENz, Zerlegung ebener Bereiche in konvexe Zellen von miglichst kleinem Durchmesser, Jber. dtsch.
Math.-Ver. 58, 87-97 (1956).
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Lésung (nach Angaben des Aufgabenstellers): p, < p, < --- sei die Folge der Prim-
zahlen. Fiir eine beliebige natiirliche Zahl » bezeichnen wir mit b;=1<< b, < bg<--- < b,
diejenigen Zahlen < p,, diedie Form p* (x = 0) oderp* ¢f (a = 1, =1, a + B> 2) haben.
A sei die kleinste natiirliche Zahl, die folgenden Kongruenzen geniigt:

A=0 (mod ppf-ph),
A+b;=0 (mod p, 5; aPrisi—1Prisd (1Si=5s). (*)

Dieses Kongruenzensystem ist 16sbar, da die Moduln teilerfremd sind.

Wir behaupten zunidchst, dass alle Zahlen 4 + » (0 < ¥ < p,) mindestens drei ver-
schiedene Primfaktoren haben. Das ist klar, wenn » mehr als zwei verschiedene Prim-
faktoren hat, denn diese sind < p, und gehen somitin4 auf. Ist ¥ = p; p; (1 S i<j =),
so ist A+ x durch pt p; teilbar und der Quotient ist weder durch p; noch durch p; teilbar,
da A=0 (mod p} p?), also hat 4+ x mindestens drei verschiedene Primfaktoren. Wenn
x weniger als drei verschiedene Primfaktoren hat und # p, p;ist,soist ¥y =b, (1S v < s)
und A4+ # ist durch die drei verschiedenen Primzahlen p, 3, o, Pri3y_1, Prisy teilbar.

Ist a; das grosste a; < 4, alsoa, < A < a; ., so muss a,_ > A+ p, gelten, weil ja alle
A+x mit ¥ < p, mindestens drei verschiedene Primfaktoren enthalten. Somit ist
a; 1 — a;> p,, und wir haben zu -zeigen, dass es ein von » unabhingiges ¢ > 0 mit
P, > c logt gibt. Zu diesem Zweck beweisen wir die Abschdtzung

A< 4C1P’r,

aus der p, > C,logAd = C,loga, > C, logt folgt (die C, sind positive, von » unabhéngige
Konstanten).

Zundchstschidtzen wir s ab. Wirbeniitzen folgenden Hilfssatz: Bedeutet n(x) die Anzahl
der Primzahlen p < x und P(x) die Anzahl der Potenzen p* < x, so gilt P(x) < Cg n(x).
Beweis: Offensichtlich ist

P(x) = ni(%) + n(#22) + (#173) + -« + A2/,
wenn x#1/7 = 2, aber 41/ +1) < 2. Also ist # < log#/log2, und man hat wegen n(x)
< C, x/log x 1)

1/2
Px) <n(x)+ C log¥ ol

3log2 log i <

5 1 g
Um nun die Anzahl der p*¢f < x (« > 1) abzuschétzen, teilen wir diese Produkte in

zwei Klassen I und II. Zu I werden die Produkte mit p* < #1/2 gezdhlt. Fiir ihre Anzahl
findet man nach dem Hilfssatz und wegen log (x/p“) > (log x)/2 die Abschitzung

x 2Cgx
() <
é L log » 2 p“ logx
Zur Klasse 1I gehoren die Produkte mit p* = x1/2. Ist « gerade, so kann p*=Ek? mit
k = x'/4 gesetzt werden. Fiira = 2 u 4+ 1 (u# = 1) hat man p2# = #1/8, denn aus p2# < »1/3
wiirde p < x1/8# und p* < x1/2 folgen. Die Anzahl der Produkte in II ist nun sicher klei-
ner als

C4logx x
C3logx{1+ }<C < Cq n(%) .

oo
t
T <r Dga<Cor| Go=Corr
a>1 kz xtls Ll

Die Anzahl der Zahlen in I und II ist also kleiner als

C,x»

¥
5 /6 — _
log » +Cox

log »

Wegen 7n(p,) = » folgt nun s < Cgr + Cyv = Cyy 7.

1) vgl. E. Trost, Primzahlen (Birkhiuser Verlag, Basel 1953), Satz 28.
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Fiir den letzten Schritt benutzen wir erstens die Tatsache, dass das aus allen Prim-
zahlen p < » gebildete Produkt < 4*ist?). Zweitens folgt aus p, < C; 7 logr?) die
Abschitzung

Pr(1+ Cp) < Cyy7 (14 Cyy) {logr + log (1l + Cp)} < Cyyvlogy < Cyy p,.

A ist als kleinste Losung des Kongruenzensystems (*) hochstens gleich dem Produkt
der Moduln, also gilt

A DYDY D2 bririPron- - Pryas< 4F7 4Prsss
< 4%Pre3s < 427 (143 Cp) < 4G 77,

Damit ist der Beweis erbracht. _
Wie der Aufgabensteller mitteilt, ist eine entsprechende Aussage fiir die Zahlen mit
hochstens m > 2 verschiedenen Primfaktoren nicht bekannt.

Aufgabe 238. Es ist nicht moglich, einen abgeschlossenen Kreisbereich in zwei
kongruente und disjunkte Punktmengen zu zerlegen4). Man kann sich hier fragen, ob
die entsprechende Aussage fiir jede beschriankte zertralsymmetrische Punktmenge, die
ihren Mittelpunkt enthilt, richtig ist®). Mit andern Worten: Existiert eine zentralsym-
metrische beschrinkte Punktmenge in der Ebene, die man in zwei kongruente und
disjunkte Teilmengen zerlegen kann, obwohl der Mittelpunkt der Punktmenge an-
gehort ? H. HADWIGER, Bern.

Losung des Aufgabenstellers: Es gibt solche Punktmengen! Wir beschreiben eine
spezielle Losung als Zahlenmenge in der komplexen Zahlenebene.

Die Menge C bestehe aus den beiden Teilmengen 4 und B, wobei A die Punkte
Zp,=1—a" (n=20,1,...) und B die Punktez_, = —1+4 a” (n =1, 2, ...) enthdlt und
a=¢, i=}~1ist. 4 und B sind zwei disjunkte Punktmengen, welche auf den
Einheitskreisen um 1 und — 1 liegen. Die angesetzten Zahlen sind alle voneinander
verschieden, und die ihnen entsprechenden Punkte liegen auf den beiden Kreislinien
gleichverteilt.

Man erkennt unmittelbar, dass C zentralsymmetrisch ist und dass der Mittelpunkt
2y = 0 zu C gehort.

Nun betrachte man die Abbildung f(z) = — 1 + a(l — z), welche den Punkt z in den
Bildpunkt f(z) iiberfiihrt; wie man feststellt, gilt f(z,) = z_n+1), so dass also die Teil-
menge A in die Bildmenge B iibergeht.

Die Abbildung stellt aber eine Drehung um den Punkt w = (@ — 1)/(a + 1) mit dem
Drehwinkel ¢ = 1 + #x im positiven Sinn dar. Demnach sind 4 und B kongruent.

Eine dhnliche Losung sandte R. LAUFFER (Graz).

Aufgabe 239. Es sei S, die symmetrische Gruppe von der Ordnung #! und
(Sp)f=S,xS,x--xS,

das direkte Produkt von 2 Exemplaren der S,. Es ist zu zeigen, dass die Gruppe (S,)*
von & Elementen erzeugt wird (3 = 2). Franz WEVER, Mainz.

2y vgl. E. Trost, Primsahlen (Birkhiuser Verlag, Basel 1953), Satz 30.

3y Vgl. E. Trost, Primzahlen (Birkhiuser Verlag, Basel 1953), Satz 34.

4) Vgl. Aufgabe Nr. 51 von B. L. vAN pDER WAERDEN [ EL. Math. 4, 18 (1949)] und L&sungen von
W. Gysin, D. PuppE u. a. [El. Math. 4, 140 (1949)].

5) Die Frage der Kreiszerlegung wird auch in der Antrittsvorlesung von J. pE Groor, Phantasie von
Punkt zu Punkt [Euclides, Groningen, 24, 243-258 (1949)], erdrtert. J. C. H. GERRETSEN schrieb hierzu
[Zbl. Math. 34, 104 (1950)]: ¢«Das verwandte Problem fiir irgendeine Scheibe mit Mittelpunkt scheint
ausserordentlich schwierig zu sein und ist bis jetzt noch nicht gelést worden.»



Aufgaben 89
Losung: Wegen
S, =1{(12), (23 ... n)} (n gerade) bzw. S, = {(12), (123 ... n)} (» ungerade)

wird die S, offenbar aus zwei Elementen mit teilerfremden Ordnungen erzeugt.
Wir zeigen nun allgemein:
Ist ® eine Gruppe mit zwei Erzeugenden, deren Ordnungen (endlich und) zueinander
teilerfremd sind, so lidsst sich das direkte Produkt

GF = B, X By X XGy

von % zu ( isomorphen Gruppen aus £ Elementen erzeugen (¢ = 2).

Zum Beweis seien 4, B Erzeugende fiir ® und 4,, B, die ihnen entsprechenden Ele-
mente von ®;. A (und damit jedes 4,) habe die Ordnung a, B (und damit jedes B,) die
Ordnung b, und es gelte (a, b) = 1. Dannist ax + by = 1 bei passenden ganzen ratio-
nalen x, y. Beachtet man, dass ®; und ®, fiir 7 #+ j elementweise vertauschbar sind, so
wird

A;= (4, B)", B;=(4,B)* (i +7)9.

Hiernach enthilt die aus den £ Elementen
A132: AzBa»"‘:Ak~1Bk» Alc B1 (1)

erzeugte Untergruppe von G* alle Elemente 4,, 4,, ..., 4;, B,, B,, ..., B, und damit
ganz ®*. Also ist (1) ein Erzeugendensystem fiir G¥.
G. Pazperski, Halle (Saale).

Eine dhnliche Losung sandte A. BAGER (Hjorring, Danemark). Der Aufgabensteller
weist darauf hin, dass man mit weniger als & Erzeugenden nicht auskommt. (S,)*
enthilt namlich (4,)* (4,=alternierende Gruppe) als Normalteiler, dessen zugehorige
Faktorgruppe die Ordnung 2* hat und nur ambige Elemente enthilt, also zur Erzeugung
%k Elemente bendtigt.

Aufgabe 240. Jedes Linienelement (T, ) einer Hyperbel % bestimmt mit den beiden
Asymptoten eine Parabel p. Lisst man T auf # wandern, so entsteht eine einpara-
metrige Parabelschar. Der Brennpunkteort dieser Parabeln ist zu suchen.

R. BERrEIs, Wien.

Lésung: Es sei O der Mittelpunkt der Hyperbel; die Tangente in T schneide die
Asymptoten in 4 und B. OT ist ein Durchmesser der zu T gehorigen Parabel. Schneidet
OT den Umkreis des Dreiecks OA4 B zum zweitenmal in F’, so ergibt sich der Brenn-
punkt F der Parabel als zweiter Endpunkt der zu 4 B parallelen Sehne durch F’ (Satz
von LAMBERT und Spiegelungseigenschaft!). Mit » als Umkreisradius, ¢ = OT, t = AT,
¢ =< 0TA =< OF'F wird

————— OAOB2 et

OF = 2rsing, gtsing= AOAB = e =

wo e die lineare Exzentrizitit der Hyperbel ist. Hieraus folgt
oOF = ¢?.

Trigt man g auf OF von O aus ab als 0T, so durchlduft T’ dieselbe Hyperbel wie T,
da & BOT = & FOA (Peripheriewinkel iiber gleichen Bogen). F beschreibt also die
zur Hyperbel inverse Kurve in bezug auf den konzentrischen Kreis mit Radius e

(hyperbolische Boothsche Lemniskate). C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht.
%) Die Elemente von ®" konnen in der Form (Gy, Gy, ..., Gy) geschrieben werden, wo G, in 6:‘ liegt.
G; entspricht in ®* das Symbol (1, ..., G;, ..., 1) mit G, in der i-ten Komponente. Bei der Multiplikation

von zwei Klammersymbolen werden die entsprechenden Komponenten multipliziert. (Red.)
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Aufgabe 241. Man beweise mit rein algebraischen Mitteln

2
a) Etg i +1~2n(4n+1),
2n En
— 4-n
b) klzllcos4n+1 4-n,

M. G. BEUMER, Enschede (Holland).

Lésung: Aus der Moivreschen Formel folgt durch Vergleich der Imaginirteile

sin (2n+ 1) ¥ ”(2n+1 e m i s .
sin » _i§ 21+ 1)(008 x) (cos x —1)% (1)

Firx=%n/(2n+ 1) [k ganz, 2 == 0 (mod 2 » + 1)] verschwindet die linke Seite von
(1), also hat die algebraische Gleichung n-ten Grades

n
Zn+ 1\ -
2 (i) rie-nio 2)
i=0
die » einfachen Wurzeln y, = cos?kn/(2n+ 1) (=1, 2,...,n). y* hat den Koeffi-

zienten 22", und das absolute Glied ist ( —1)”. Also ist das Produkt der Wurzeln 2—27,
und man erhilt

[Jeos o 2n - L

ol 2n+ 1 an

Setzt man in (2) y = 271, so erhilt man die Gleichung

”

Z-w (551 r) e o

i=0
mit den » einfachen Wurzeln z;, = cos~2 ka/(2 % + 1) (k= 1, 2, ..., n). Der Koeffizient
von z"~1 ist
”
kn 2n+1 2n 41
—2 e — 1).
- ha T <2n+1) (Zn——l) 2m(m+1)

Hieraus folgt wegen cos™2v = 1 + tg?v

Ztg”z = n2n+1).

Auf diese Weise lassen sich zahlreiche dhnliche Formeln ableiten.
A. BaGER, Hjoerring (Ddanemark).

Eine weitere Losung sandte R. LAUFFER, Graz.

Neue Aufgaben

275. Man kann aus einer Kreisscheibe nichtabzihlbar viele Radien entfernen (unter
Belassen der Scheibenmitte) und dann einen Teil des Restes der Scheibe einer
einzigen Drehung unterziehen, um die Scheibe wieder voll zu haben.

L. LocHER-ERNST.
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276. 1f { ¥} denotes the integer closest to #, prove that

3> 1 (LRSS TEre)

Leo MoseRr, Edmonton (Kanada), und
J. LAMBEK, Montreal.

277. Schneidet man einen (reellen) Strahl eines Biischels P mit den Asymptoten a,, a,
einer gegebenen Ellipse ¢, so erhidlt man zwei konjugiert komplexe Punkte 4,, 4,
mit den Laguerreschen Vertretern L, R. (Die Laguerreschen Vertreter eines
konjugiert komplexen Punktepaares A,, 4, sind die reellen Schnittpunkte der
durch 4, und 4, legbaren Minimalstrahlen.) Welche Kurven !/ und 7 erfiillen die
Punkte L bzw. R, wenn g das Biischel P beschreibt ?

Durchlduft P eine Kurve ¢, so erhdlt man zwei Kurvenscharen {/} und {r}.
Fiir welche Kurven ¢ besteht jede Schar fiir sich aus kongruenten Kurven ?
Was erhdlt man speziell fiir c = e?

R. BeEre1s und H. BRAUNER, Wien.

278. Man beweise

E. Trosrt, Ziirich.

Aufgaben fiir die Schule

Es wird kein Anspruch auf Originalitidt der Aufgaben erhoben; Autoren und Quellen werden im allgemeinen

nicht genannt. Die Daten fiir Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchweg so festgelegt, dass

der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A 4 gewihlt

werden soll, x-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, z-Achse nach oben, Einheit 1 cm. Anregungen und
Beitrage sind zu senden an Prof. Dr. WiLL1 Lussy, Biielrainstrasse 51, Winterthur.

1. Von einer Sorte Eier kosten 74 Stiick ebensoviel Rappen mehr als Fr. 12.25, als
man fiir Fr. 12.25 erhilt. Wie teuer ist ein Ei? [17,5 Rp.]

2. Ein Landstreicher hat 3/8 einer schmalen Eisenbahnbriicke zuriickgelegt, da hort er
hinter sich einen Schnellzug mit 100 km/h herankommen. Er kann sich auf zwei
Arten gerade noch retten: indem er zum einen oder zum anderen Ende der Briicke
lauft. Welche Geschwindigkeit benétigt er? (Aus: The American Mathematical
Monthly 7953.) [25 km/h.]

3. Ein Zug von 4 nach B kommt 20 Minuten zu friith in B an, wenn er mit 5 km/h mehr
als der fahrplanmaissigen Geschwindigkeit fahrt; hingegen 25 Minuten zu spit, wenn
seine Geschwindigkeit 5 km/h weniger als die fahrplanmaissfge betrigt. Welches ist
die fahrplanmaissige Geschwindigkeit? [45 km/h.]

4. Ein Radscha gibt ein Jugendfest. Es werden eine Anzahl Schmuckstiicke und Edel-
steine im Palast versteckt, die die Kinder suchen und behalten diirfen. Um die
weniger gliicklichen Finder zu entschidigen, ist zudem noch festgesetzt: Jedes Kind
erhdlt 2 Rupien fiir jedes nicht gefundene Stiick, abziiglich 5 Rupien fiir jedes
gefundene. Am Schluss zeigt sich, dass jedes Kind mindestens ein Stiick gefunden
hat, aber keines dieselbe Anzahl. Die zwei, die am wenigsten Erfolg hatten, fanden
zusammen vier Stiick, und der Radscha hatte im ganzen 1957 Rupien auszuzahlen.
Wie viele Geschenke brachte das erfolgreichste Kind heim ? (Aus: The New States-
man and Nation 7935.) [14.]

5. Welches ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass der Stumpf einer
dreiseitigen Pyramide eine Umkugel besitzt ?



	Aufgaben

