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nicht vergrossern kann und damit mindestens so gross ist wie das Kolmogoroffsche
Mmimalmass. Darüber kann man nachlesen bei M KNE9ER m einer jungst erschienenen

Abhandlung1).
Die vermutete Aussage ist nur in einigen Sonderfallen bewiesen worden 1. k 1

(Beweis durch Induktion nach n). 2 n f£ & + 1. 3 Die Menge der Pt ist ähnlich zur
Menge der Q% [Beweis von G. Bouligand2)]. 4. k 2, die Menge der Pt lasst sich
stetig m die Menge der Qt so überfuhren, dass die Distanzen entsprechender Punkte
nie abnehmen (nach brieflicher Mitteilung von W.Habicht an M.Kneser).

H. Hadwiger.

Aufgaben

Aufgabe 232. Eine veränderliche Tangente eines Kegelschnitts schneide zwei feste
Tangenten desselben in A und B Über AB wird das Dreieck ABC errichtet, das zu
einem festen Dreieck gleichsinnig ähnlich ist Gesucht wird der geometrische Ort für
die Spitze C C Bindschedler, Kusnacht, und J P Sydler, Zürich

Losung Die Ordnung der Ortskurve ist gleich der Anzahl ihrer Schnittpunkte mit
einer Geraden in allgemeiner Lagfe Es sei g eine solche und C em Punkt auf ihr Das
Dreieck ABC, dessen Eckpunkte A und B auf den Tangenten tx bzw t2 des
Kegelschnittes K liegen und das dem gegebenen Dreieck gleichsinnig ähnlich ist, ist durch
C eindeutig bestimmt Denn die Drehstreckung aus C um den Dreieckswmkel y im
gegebenen Sinn mit dem Streckuligsverhartnis X — BCjAC muss A m B überfuhren
B ist also der Schnittpunkt der Transformierten tt von tx mit t2 Em Ausnahmefall
tritt ein, wenn tx\\t2, das heisst, wenn -^(CA, CB) nach Grosse und Sinn dem Winkel

(tx, t2) gleich ist Bewegt sich C auf g, so verschiebt sich tt parallel und schneidet
aus t2 eine zu C ähnliche Punktreihe B aus Dasselbe gilt fur A AB umhüllt also eine
Parabel P, die tx und t% berührt Ist K ein Mittelpunktskegelschnitt, so fuhren die
beiden weiteren gemeinsamen Tangenten von K und P zu je einem Dreieck ABC, fur
welches AB Tangente von K ist Der geometrische Ort Von C ist also eine Kurve zweiter
Ordnung, und zwar eine Hyperbel* da die beiden urteigenthchen Punkte reell sind

Ist K eine Parabel, so hat diese mit P neben tx, t2 und der uneigenthchen Geraden
nur eine gemeinsame Tangente, difc zu einem Dreieck ABC mit C auf g fuhrt, der
geometrische Ort ist also eine Gerade

Im oben erwähnten Ausnahmefall tx || t2 muss tt mit t2 zusammenfallen, damit das
Dreieck möglich wird Das Verhältnis der Abstände des Punktes C von tx und t2 muss
dann nach Grosse und Vorzeichen einen bestimmten Wert A haben, der geometrische
Ort ist also eine Gerade durch den Schnittpunkt von tx und t2

C Bindschedler, Kusnacht
Weitgehende Verallgemeinerungen dieser Resultate gibt J P Sydler in seiner

Arbeit Le triangle comme Operateur giomitnque (El Math 10, 100-105 [1955]) Analytische

Losungen gaben C Bind^cueöler und R LauFfer (Graz)

Aufgabe 233. D'un point M sur le diametre AB d'utle hyperbole 6quilatere on mene
la tangente MT (A,B,T se trouvent sur la courbe) Demontrer

IT2 AM
BT2 BM

"

G Vlahavas, London

*) M Kneser Etmge Bemerkungen über das Mmkowsktsche Flächenmass, Arch Math 6, 382-390 (387)
(1955).

2) G Bouligand, Ensembles impropres et nombre dwtenswnnel, Bull Sei Math 52,320-344 (324) (1928)
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Lösung: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man die Gleichung der Hyperbel
in der Form x y 1 annehmen. Die Tangente im Punkt T(£, rj) hat dann die
Gleichung rj x +1 y — 2 0, und für den Durchmesser AB mit der Gleichung y m2x
finden wir die Schnittpunkte mit der Hyperbel A (m-1, m), —B(—m**"1, — m). Der Schnittpunkt

M von Tangente und Durchmesser hat die Koordinaten

2£f-\ 2m2££-1 mit C l+w2£2.
Danach wird

ÄT2= (| - m~1)2+ (I"1- m)2= |-2m-2 (1 - m £)2 (|2+ w2),

ÄM2^m-2C-2(l-m|)4(l + m4).

Die entsprechenden Grössen für den Punkt B erhält man bei Ersatz von m durch
— m und damit die Behauptung. W.Engel, Halle a.d. Saale.

Die Lösung des Aufgabenstellers beruht darauf, dass eine Sehne TT' einer
gleichseitigen Hyperbel von zwei bezüglich des Mittelpunktes symmetrischen Punkten A, B
aus unter gleichen Winkeln gesehen wird. Das ergibt sich leicht aus der Erzeugung der
gleichseitigen Hyperbel durch zwei kongruente ungleichsinnige Strahlenbüschel1). Ist
M' der Schnittpunkt von TT' mit AB, so gilt AT AT: BT BT M'A: MTB, denn
beide Seiten stellen das Verhältnis der Flächen der Dreiecke TAT' und TBT' dar.
Aus T'^T folgt M'-»M und damit das verlangte Resultat.

Eine Erweiterung der Fragestellung gab C. Bindschedler (Aufgabe 249, El. Math.
10, 114).

Weitere analytische Lösungen sandten J.Erdösi (Budapest), L. Kieffer (Luxemburg),

R.Lauffer (Graz), J.Schopp (Budapest), A.Schwarz (Seuzach).

Aufgabe 234. Die Gerade g durch den Mittelpunkt M des Umkreises eines Dreiecks
ABC schneidet die Geraden BC, CA und AB in den Punkten A0, B0 und C0. Man
zeige, dass die Umkreise der Dreiecke MAA0, MBB0 und MCCQ Kreise eines Büschels
sind. R. Lauffer, Graz.

Lösung des Aufgabenstellers: In der quadratischen Verwandtschaft der Spiegelung
am Umkreis entsprechen den Punkten A0, B0 und C0 die Punkte Ax, Bx und Cx der
Geraden g. Die Punktepaare (AQAX), (B0BX) und (C0CX) sind Paare entsprechender
Punkte einer Involution, deren Doppelpunkte die Schnittpunkte von g mit dem
Umkreis sind. Die Geraden a, b, c und ax= [AXA], bx= [BXB], cx= \CXC] sind Geraden
eines vollständigen Vierecks mit den Punkten A, B, C und dem Schnittpunkt D von
ax und bx, durch welchen auch cx geht. Den Geraden ax, bx, cx entsprechen in der
Spiegelung am Umkreis die Kreise a0, b0, cQ, welche Umkreise der Dreiecke MAA0, MBB0
und MCC0 sind. Da die Geraden ax, bx, cx durch den Punkt D gehen, gehen die Kreise
#o» ^o» co durch den Punkt D*, welcher dem Punkt D in der Spiegelung am Umkreis
entspricht. Da die Kreise aQ, b0, c0 auch durch den Punkt M gehen, sind sie Kreise
eines Büschels.

Weitere Lösungen sandten C. Bindschedler (Kusnacht) und W. Engel (Halle a. d.
Saale).

Aufgabe 235. Man ermittle für die Parabel den Ort der Zentren aller vierpunktig
berührenden logarithmischen Schmiegspiralen. W. Wunderlich, Wien.

Lösung des Aufgabenstellers: Die Zentren der zum Schnittwinkel a gehörigen logarithmischen

Spiralen, welche eine gegebene Kurve k dreipunktig berühren, erfüllen die
«a-Evolutoide» von k, das heisst die Einhüllende / aller Geraden g, die k unter dem
Winkel oc schneiden. Besitzt / eine Spitze, dann ist diese das Zentrum einer vierpunktig
berührenden Schmiegspirale (Figur). Der gesuchte Ort umfasst mithin die Gesamtheit
der Spitzen aller Evolutoiden von k.

x) Für einen analytischen Beweis siehe J. H. Shackleton Bailey, Elementary Analytical Conics
(.Qxford University Press, 1936), S.287.
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Im Falle einer Parabel setzen wir k etwa durch die Parameterdarstellung

t2
2 ' ¦t (1)

an. Die Gerade g, welche k im Punkt t unter dem Winkel oc trifft, ergibt sich dann aus

V — t dy 1

-—^-tgtr-«) mit tgr=^- T
unter Benützung der Abkürzungen sina A, cosa=j«zu

(Xt-f*)x + (vt + X)y -^-t*+^t2 + Xt. (2)

Die von g eingehüllte Evolutoide l ist also eine Kurve 3. Klasse, nebenbei bemerkt eine

Parabel k ^S l/
Evolutoide

(affine Neilsche Parabel)

^
E(W

ikenorf
aff/t(affine PascalSchnecke)

Log. Schmiegspirale

affine Neilsche Parabel. Der Berührungspunkt von g mit / liegt ausserdem auf der durch
Ableitung nach t gewonnenen Geraden g

3 A

Xx+f*y -j-t2 + t*t + X, (3)

und ist stationär, also eine Spitze, falls er auch noch der nächsten Ableitung

0 3A2+/* (4)

genügt, was für t —f*/3 A eintritt. Seine Koordinaten x, y berechnen sich dann aus
(2) und (3) in der Form

3t*~3t2+2 5t*-3t ,e.y- rw« i » (5)
2(9*a+l) ' 9*2+l '

womit eine Parameterdarstellung des gesuchten Ortes gefunden ist.
Es handelt sich um eine zur Parabelachse x symmetrische rationale Kurve 4. Ordnung,

die für * 0 einen Scheitel (mit der Krümmung 7/3) in £(1, 0) und für /2= 3/5 einen
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Doppelpunkt in D(l/10, 0) aufweist und einen parabolischen Ast (längs der sechs-
punktig oskulierenden Parabel 27 y2= 50 x — 70/27) ins Unendliche sendet. Den
Werten t ± i entsprechen zwei (der Parabel k und ihrer Leitlinie angehörende)
imaginäre Spitzen, da x y 0. Durch eine Perspektive Kollineation, welche den
Brennpunkt F(l/2, 0) zum Zentrum und die Leitlinie x= —1/2 zur Verschwindungs-
gerade hat (also die genannten Spitzen in die absoluten Kreispunkte wirft), wird unsere
Ortskurve in eine Pascal-Schnecke verwandelt.

Dieselbe Kollineation führt übrigens die Einhüllende aller Spitzentangenten g in eine
(konzentrische) Kardioide über. W. Wunderlich, Wien.

Aufgabe 236. Demontrer

a x 2a a

fdx fy2 e* dy+ I dx fy2 e^ dy *- ea* (a2 - 1) + ~.
0 x/2 a x/2

H.Bremekamp, Delft.
Lösung: Die linke Seite der Gleichung ist das Integral / der Funktion f(x, y) y2 ^a,

erstreckt über das von den Geraden y a, y x/2 und y x begrenzte Dreieck.
Daher ist

a 2y a a%

J=>fdyjf(x, y) dx fy* e? dy A- fu e» du -i e<* (a2- 1) + \
0 y 0 0

A. Bager, Hjorring.
Weitere Lösungen sandten W. Engel (Halle a. d. Saale) und R. Lauffer (Graz).
Berichtigung. In Aufgabe 265 ist der zweite Satz wie folgt zu ergänzen: zerlegen,

derart dass jede gegebene Kraft aus genau zwei Komponenten besteht, die verschiedenen

Tripeln angehören.

Neue Aufgaben

277. Man beweise die folgende Aussage: Aus einer beschränkten und abgeschlossenen
Punktmenge des gewöhnlichen Raumes lassen sich vier Punkte so auswählen, dass

^4J£-0.1223...
ausfällt, wo V0 den Inhalt (Lebesguesches Mass) der Punktmenge bezeichnet, der
positiv vorausgesetzt wird, und V der Inhalt des von den vier Punkten gebildeten
Tetraeders ist. Die angegebene Schranke kann nicht verbessert werden; das
Gleichheitszeichen greift dann Platz, wenn die Punktmenge ein Ellipsoid ist.

H. Hadwiger, Bern.
272. Trouver la condition necessaire et süffisante pour que le produit de n nombres

naturels, oü n > 2, soit 6gal au produit du plus grand commun diviseur de ces
nombres par leur plus petit commun multiple. W. Sierpinski, Varsovie.

273. Gegeben sind vier Kugeln Kx, K2, K3, KA und ein Punkt P. Gesucht werden zwei
sich in P berührende Kugeln, von denen die eine Kx und K%, die andere K3 und
K± berührt. C. Bindschedler, Kusnacht.

274. Demontrer

/ dx=- —]ß.(i+*»)V*
H.Bremekamp, Delft.



Aufgaben für die Schule 65

Aufgaben für die Schule
Es wird kein Anspruch auf Originalität der Aufgaben erhoben; Autoren und Quellen werden im allgemeinen
nicht genannt. Die Daten fur Aufgaben aus der Darstellenden Geometrie sind durchweg so festgelegt, dass
der Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte des linken Randes eines Blattes vom Format A4 gewählt
werden soll, #-Achse nach rechts, y-Achse nach vorn, z-Achse nach oben, Einheit 1 cm. Anregungen und

Beitrage sind zu senden an Prof. Dr. Willi Lüssy, Buelrainstrasse 51, Winterthur.

1. In einem konvexen Viereck stehen zwei Seiten a — 27,36 cm und b 12,64 cm
senkrecht aufeinander. Die beiden anderen Seiten sind gleich und bilden ebenfalls
einen rechten Winkel. Berechne die Fläche des Vierecks.

i——j _ 400,0 cm2. Das Beispiel ist vorzüglich geeignet, dem Anfänger den Vorteil

der allgemeinen Lösung vor Augen zu führen.]
2. Vollständig in Faktoren zerlegen:

A — xz (y — z) + y% (z — x) -f- z* (x — y).

\A ist symmetrisch in x, y und z, für x — y wird A 0. Aus Symmetriegründen
sind mit dem Faktor x — y auch y — z und z — x enthalten. Dazu kommt noch
ein symmetrischer Faktor 1. Grades, also C (x + y+z). Vergleichung der
Koeffizienten irgendeines auftretenden Gliedes gibt schliesslich

A~-(x + y + z) (x-y) (y - z) (z-x).]
3. Graphisch darstellen:

x2 (x2 + y2) + 4 x2 y - 2 x2-f 3 y2- 4 y + 1« 0 (Bicorne, Zweispitz).

[Es lohnt sich, eine für das Auswerten möglichst günstige Gleichungsform zu suchen.
Man findet zunächst

-, (**-!) (-2 ±]fl^*)7=S #2+3

Da aber für die Zwecke der graphischen Darstellung das Rechnen mit dem Schieber
genügend genau ist, kann der Wurzelausdruck auch im Nenner stehen, und man
erhält die viel einfachere Form

Es ist reizvoll, einer Klasse die Aufgabe zu stellen, möglichst einfache, serienweise
durchführbare Konstruktionen der Lemniskate

q c |/2 cos 2 cp

zu finden. Die einfachste, die mir bisher begegnete, ist die folgende: Zeichne den
Kreis mit dem Mittelpunkt 93 0, q c, der die Geraden xp*~ ±^c/4 berührt; die
Sehne, die irgendein Strahl 93« const aus diesem Kreis schneidet, ist gleich dem
zugehörigen q.

5. Zeichne eine Schar von Transversalen zu drei unter sich windschiefen Geraden a,btc.

a: Ax(0;-2;0), A2(12; 11; 9);
b: Bx (0; 3; 5), B2 (12; 0; 6);

c: Cx (6; 10; 2), Ca (12; -4; 4).

[Es lohnt sich, ein Verfahren ausfindig zu machen, das eine rasche, serienweise
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Konstruktion ermöglicht, zum Beispiel: Zwei der Geraden, etwa a und b, in ihre
Parallelebenen einbetten und deren Schnittpunkte U, V mit c bestimmen. In diesen
Ebenen ein Parallelenpaar um U bzw. V sich drehen lassen und mit a bzw. b schneiden;

die Schnittpunkte sind jeweils Punkte einer Transversalen. Nachdem U und
V bestimmt sind, ist das Verfahren in jedem Riss gesondert durchführbar, es

entspricht der projektiven Erzeugung eines Kegelschnitts.1

Literaturüberschau

Arnaud Denjoy: Articles et mimoires
Deux volumes, 1108 pages. Gauthier-Villars, Paris 1955

La carriere de Monsieur A. Denjoy n'est pas de Celles dont les succes pourraient
6tre attribues ä la recherche d'effets faciles et de manifestations tapageuses. Si, apres
un demi-siecle d'activit6 scientifique, M. Denjoy est consider6 comme une des person-
nalit^s les plus marquantes de sa gen6ration, c'est k la rigueur de sa pensee, k la pre-
cision de ses ecrits, k la profondeur de ses conceptions qu'il le doit.

II est donc naturel qu'on ait song6 k reunir, dans deux beaux volumes, ses articles
et m6moires, disperses dans de nombreuses revues dont l'acces n'est pas toujours ais6
(les Notes apaddmiques feront l'objet d'un autre recueil). Le premier volume contient
les 6tudes relatives k la variable complexe, le second celles qui touchent au champ reel,
ainsi que les Notices sur les travaux scientifiques, dont la lecture fournit une tres belle
synthese des recherches de l'auteur. Ch. Blanc.

Karl Menger: Calculus, a Modern Approach
Ginn & Co., Boston 1955, XVIII + 354 pages

C'est une entreprise hardie qu'a tent6e M. Menger, professeur k l'Illinois Institute
of Technology, en ecrivant un manuel qui sorte k ce point de la tradition habituellement
suivie dans cette matiere; il ne l'a pas fait au reste sans de nombreuses recherches
pr61iminaires, et sans eprouver ses innovations aupres de jeunes etudiants.

M. Menger a voulu tout d'abord mettre plus de clarte dans quelques notions de
base, en particulier dans celles de variables et de fonctions; il le fait au prix de modifi-
cations assez profondes dans l'emploi des notations qui semblent pourtant les plus
solidement etablies; il est difficile de dire des maintenant quel sort l'avenir leur reser-
vera. II est hors de doute cependant que certaines d'entre elles paraissent entierement
justifi6es; je pense en particulier k l'introduction d'un symbole pour repr6senter la
fonction identit6, symbole qui fait curieusement d6faut dans l'usage courant. Par
ailleurs, l'auteur est d6sireux d'eViter k tout prix les abus de langages ou d'6criture; il
n'est pas certain que ce point de vue soit pratiquement toujours soutenable.

En soi, la tentative de M. Menger präsente un grand inter^t: eile touche k quelques
notions essentielles de l'analyse; par lä, eile constitue pour tous ceux qui ont k enseigner
les mathematiques 616mentaires une source de perfectionnement et de r6flexions utiles;
sa hardiesse et son courage ne peuvent laisser indifferent. Ch. Blanc.

Pubhcations scientifiques de VUniversitS d*Alger
Serie A, Sciences mathematiques, Tome I, N° 1, juin 1954

Cette jeune revue constitue une manifestation de la vie scientifique si active de la
Facult6 des Sciences d'Alger; la haute valeur des articles contenus dans ce premier
fascicule fait bien augurer de l'avenir de cette pubhcation. Au sommaire de ce num6ro:
E. Gau, Avant-Propos; J. Karamata, Remarque relative ä la sommation des siries de
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