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60 Ungeldste Probleme

Alle bisher bekanntenh Beispiele solcher Funktionen f(x, ¥) haben aber, wie die
iiberall stetigen Funktionen, die beiden folgenden Eigenschaften:

1. Sie sind in jedem abgeschlossenen Quadrat | x|, |y | = ¢ beschriankt.

2. Sie nehmen in jedem abgeschlossenen Quadrat | x|, |y| =c¢ ihre dortige untere
Grenze inf f(#, ¥) und obere Grenze sup f(¥, y) als Funktionswerte an.

Es diirfte daher die Bemerkung von Interesse sein, dass keine dieser beiden Eigen-
schaften fiir alle Funktionen der betrachteten Art gilt. Das soll durch zwei einfache,
durch leichte Abinderung der Funktion (2) gebildete Beispiele belegt werden.

Zunichst ist die Funktion
x2 438
F(5,9) = apyos 100 (£9)%(0,0), F(0,0)=0 3)
wieder im Nullpunkt linear stetig, aber nicht stetig, und in allen anderen Punkten
stetig. Wegen

1
F(y% y) = ren fir y+0

ist sie aber in keinem Quadrat | x|, |y | = ¢ beschrinkt.
Ebenfalls ist die Funktion

G(#, y) = T flyj_ AT fiir (#, v) =f=_(o, 0), G(0,0) =0 (4)

im Nullpunkt linear stetig, aber nicht stetig, und in allen anderen Punkten stetig.
Weiter gilt wegen

1 ) 1
il 2 _
G, 9) <, yILmOG(iy,y) + 5

in jedem abgeschlossenen Quadrat |x|, |y| =S¢
1 . 1
—5 = infG(x»,y) < G(», y) <supG(#,y) = 5

die Funktion (4) nimmt also weder ihre untere noch ihre obere Grenze als Funktions-
wert an. HEeinz Ko6N1G, Wiirzburg.

Ungeloste Probleme

Nr. 11. Herr MARTIN KNESER machte bei verschiedenen Gelegenheiten auf ein
Problem aufmerksam, das nach erstem Augenschein einen fast elementaren Charakter
zu haben scheint, dessen Losung aber, wie wir von verschiedener Seite vernehmen,
noch nicht restlos gliickte. Es handelt sich hierbei um folgendes: Es sollen Py, ..., B,;
Qy,...,0Q, 2n Punkte des k-dimensionalen euklidischen Raumes bezeichnen, und
fiir die Distanzen gelte d(P;, P) < d(Q;, Q;) fiir jedes Indizespaar 1 =<+, = n.

Bedeutet 4 bzw. B die Vereinigungsmenge der # Einheitskugeln mit den Mittel-
punkten P, (1 =1, ...,7n) bzw. Q; (1 =1, ..., n) und V(4) bzw. V(B) ihre Volumina,
so gilt vermutlich V(4) < V(B).

Diese Aussage wiirde, falls sichergestellt, innerhalb der Masstheorie niitzliche
Dienste als Hilfssatz leisten. ‘

Beispielsweise wiirde sich miihelos folgern lassen, dass das untere Minkowskische
Mass einer beliebigen beschrinkten Punktmenge sich bei dehnungsloser Abbildung
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nicht vergréssern kann und damit mindestens so gross ist wie das Kolmogoroffsche
Minimalmass. Dariiber kann man nachlesen bei M. KNESER in einer jiingst erschie-
nenen Abhandlung?).

Die vermutete Aussage ist nur in einigen Sonderfillen bewiesen worden. 1. £ =1
(Beweis durch Induktion nach #). 2. n < k 4+ 1. 3. Die Menge der P, ist dhnlich zur
Menge der Q; [Beweis von G. BOULIGAND?)]. 4. k = 2; die Menge der P, lisst sich
stetig in die Menge der Q; so iiberfiithren, dass die Distanzen entsprechender Punkte
nie abnehmen (nach brieflicher Mitteilung von W. HABICHT an M. KNESER).

H. HADWIGER.

Aufgaben

Aufgabe 232. Eine veridnderliche Tangente eines Kegelschnitts schneide zwei feste
Tangenten desselben in 4 und B. Uber 4B wird das Dreieck ABC errichtet, das zu
einem festen Dreieck gleichsinnig dhnlich ist. Gesucht wird der geometrische Ort fiir
die Spitze C. C. BINDSCHEDLER, Kilsnacht, und J.P. SyYDLER, Ziirich.

Losung: Die Ordnung der Ortskurve ist gleich det Anzahl ihrer Schnittpunkte mit
einer Geraden in allgemeiner Lage. Es sei g eine solche und C ein Punkt auf ihr. Das
Dreieck ABC, dessen Eckpunkte 4 und B auf den Tangenten #;, bzw. ¢, des Kegel-
schnittes K liegen und das dem gegebenen Dreieck gleichsinnig dhnlich ist, ist durch
C eindeutig bestimmt. Denn die Drehstreckung aus C um den Dreieckswinkel y im
gegebenen Sinn mit dem Streckutigsverhiltnis A=BC/AC muss 4 in B iiberfiihren.
B ist also der Schnittpunkt der Transformierten #{ von ¢, mit ¢,. Ein Ausnahmefall
tritt ein, wenn ¢{]¢,, das heisst, wenn < (CA, CB) nath Grésse und Sinn dem Win-
kel (¢,, ¢;) gleich ist. Bewegt sich C auf g, so verschiebt sich #{ parallel und schneidet
aus #, eine zu C dhnliche Punktreihe B aus. Dasselbe gilt fiir 4. 4B umbhiillt also eine
Parabel P, die ¢, und #, beriihrt. Ist K ein Mittelputiktskegelschnitt, so fiihren die
beiden weiteren gemeinsamen Tangehten von K und P zu je einem Dreieck ABC, fiir
welches 4 B Tangente von K ist. Det geometrische Ort von C ist also eine Kurve zweiter
Ordnung, und zwar eine Hyperbel, da die beiden uneigentlichen Punkte reell sind.

Ist K eine Parabel, so hat diese thit P neben ¢,, {, und der uneigentlichen Geraden
nur eine gemeinsame Tangente, dié zu einem Dreieck ABC mit C auf g fiihrt; der
geometrische Ort ist also eine Gerade.

Im oben erwihnten Ausnahmefall # | 2, muss ¢{ mit ¢, zusammenfallen, damit das
Dreieck méglich wird. Das Verhiltnls der Abstinde des Punktes C von ¢, und #; muss
dann nach Grésse und Vorzeichen éinen bestimmten Wert A4 haben; der geometrische
Ort ist also eine Gerade durch den Schnittpunkt von # und ¢,.

C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht.

Weitgehende Verallgemeinerungeh ‘dieser Resultate gibt J. P. SYDLER in seiner
Arbeit: Le triangle comme opérateur géométrique (El. Math. 70, 100-105 [1955]). Analy-
tische Losungen gaben C. BIND$cHEDLER und R. LAUFFER (Graz).

Aufgabe 233. D’un point M sur le diamétre 4B d’ufie hyperbole équilatére on meéne
la tangente MT (A4, B, T se trouvent sur la courbe). Démontrer

G.ViaHAvAS, London.

1) M. K~EseER: Einige Bemerkungen tiber das Minkowskische Fldchenmass, Arch, Math. 6, 382-390 (387)
(1955).
%) G.BouULIGAND, Ensembles impropres et nombre dimensionnel, Bull. Sci. Math. 52, 320-344 (324) (1928) .
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