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Aufgaben 17

Wenn die bis heute noch nicht erwiesene Vermutung richtig ist, dass die von M. Dehn
im Jahre 1901 aufgestellten notwendigen Bedingungen fur die Zerlegungsgleichheit
zweier Polyeder auch hinreichend sind, so musste sich die Zerlegungsgleichheit der
beiden Tetraeder I und II mit dem Emheitswurfel feststellen lassen. Diese Bestätigung

durfte eine recht delikate elementargeometrische Aufgabe darstellen'
H. Hadwiger.

Aufgaben

Aufgabe 226. Die Bewegungsgruppe des ebenen quadratischen Gitters lasst sich
durch die beiden Elemente A und B erzeugen, die folgenden Relationen genügen

A*=l, B2 l, (AB)*=1

Die beiden Elemente U=A2B und V=ABA erzeugen die Translationen in der x- und
y-Richtung Man zeige ohne Geometrie und ohne Matrizen rem gruppentheoretisch
1 U und V smd vertauschbar
2 U und V smd von unendlicher Ordnung
3 Zwischen U und V besteht keine weitere Relation

A Speiser, Basel

Losung (£ sei eine unendliche Gruppe mit zwei Erzeugenden A und B, die die
Relationen

A*=l, B2=l, (ABY=^1 (1)

(und vielleicht noch andere) erfüllen Wir setzen U A2B, V ABA und bekommen
leicht mittels (1)

rj-iy-i UV BA2A-1BA~1A2BABA (BA)*=-A-\AByA 1

Die Elemente U und V sind also vertauschbar und erzeugen daher eine Abelsche
Untergruppe <rj von (£ Man hat auch die folgenden Relationen

A UVA-1 A~1BAB V~XU, (2)

A U-WA'^^ABA-^B VU, (3)

AV~1UA-1 BVUB-1 BABA-1 U-1V-1, (4)

AV-1U-1A~1 BV-1UB-1 BA~1BA=:U-1V (5)

In jeder Gruppe mit zwei Erzeugenden A und B ist die Kommutatorgruppe der von
A~1B~1AB erzeugte Normalteiler, das heisst die von allen Konjugierten des Elements
A~1B~1AB erzeugte Untergruppe Nun zeigen (2), (3), (4), (5), dass die Transformationen

mit A oder B die Elemente UV, U~XV, UV~X und U'W-1 permutieren. (Die
Transformation mit B ist wegen B2 1 mvolutonsch Diese vier Elemente bilden
somit ein vollständiges System von Konjugierten Wegen

U-W-1=(UV)~1, UV-l=(U-1V)~l A-1B~1AB

ist also die Kommutatorgruppe die von UV und U~XV erzeugte Abelsche Untergruppe
91 in <£ und SR C $.










