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Ungeldste Probleme 15

Spezialfille enthalten sind, und schrieb iiber dieses Gebiet 1938 ein umfangreiches
Buch, in welchem unter anderem auch kiihnste Vermutungen und Behauptungen
ausgesprochen sind, die bis heute noch keineswegs allgemein abgeklirt werden konn-
ten. Erst vor zwei Jahren brachte der finnische Mathematiker LARS AHLFORS weiteres
Licht in die Teichmiillerschen Probleme. Heute steht fest, dass unter bestimmten
Voraussetzungen stets eine derart geforderte Abbildung mit kleinstem Dilatations-
quotienten existiert, wobei interessanterweise bei dieser Extremalenabbildung der
Quotient fiir alle Punkte des Bereiches konstant bleibt. OswALD TEICHMULLER,
dessen Probleme die heutige Funktionentheorie noch Jahre hindurch beschiftigen
werden, ist im November 1943 im Alter von erst 30 Jahren im Krieg gefallen. Mit
ihm hat die Mathematik unserer Zeit allzu frith einen ihrer hervorragendsten Ver-
treter verloren.

Es steht uns nicht zu, die weitere mogliche Entwicklung unseres Forschungsge-
bietes zu diskutieren; doch diirfen wir mit Bestimmtheit behaupten, dass die Lehre
der konformen Abbildung auch in Zukunft als integrierender Teil der Mathematik,
sowohl in rein theoretischer wie in angewandter Richtung, neue und fruchtbare Resul-
tate zeitigen wird. Hans P. KtNzi1, Ziirich.

Ungeldste Probleme

Nr.9. Herr L. LocHER-ERNST machte wiederholt auf eine reizvolle Fragestellung
aufmerksam (Briefwechsel mit dem Unterzeichneten), welche hier vorgelegt werden
soll. Wir betrachten Geraden, die durch den Ursprung eines rechtwinkligen karte-
sischen Koordinatensystems des gewohnlichen Raumes hindurchlaufen und mit den
drei Koordinatenachsen Winkel bilden, die mit =z kommensurabel sind. Es gibt un-
endlich viele Geraden dieser Art, doch sind sie fast alle trivial in dem Sinne, als sie
in Koordinatenebenen liegen. Im Hinblick auf mannigfaltige Zusammenhidnge mit
andern geometrischen Fragen sind nur die nicht trivialen Losungen wichtig, das
heisst diejenigen Geraden der bezeichneten Art, die durch das Innere von Raum-
oktanten hindurchlaufen. Es gibt nun, wie uns Herr LoCcHER-ERNST mitteilte, genau
36 verschiedene nichttriviale Geraden mit kommensurablen Achsenwinkeln. Das Pro-
blem, dessen Losung unseres Wissens noch aussteht, geht dahin, fiir diese Behaup-
tung einen mit einfachen geometrischen Mitteln auskommenden Beweis zu finden.

Unsere Frage lisst sich in arithmetischer Einkleidung wie folgt formulieren: Man
ermittle alle Losungen «, 8 und y der Gleichung

cos?a + cos?f + cos?y =1
unter der Nebenbedingung, dass
1
a=un, f=vm, y=wn (0<u,v,w<—2—)

gilt, wobei %, v und w drei rationale Zahlen des rechts angegebenen Intervalls be-
deuten. Wenn Lésungen, die durch Permutation ineinander iibergehen, identifiziert
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werden, gibt es genau zwei Lésungen, ndmlich die in der untenstehenden Tafel unter
I und II eingetragenen. '

w | v | w
11111
Hsl3|3
21111
Iisls|3

L. ScHLAFL1') erwidhnt diese Tatsache, ohne eine weitere Begriindung anzugeben.
In der Tat wurde ein Beweis spiter von P. GORDAN?) gegeben, der aber Hilfsmittel
aus der Kroneckerschen Theorie der Kreisteilungsgleichungen beansprucht. Dort
steht unser Problem im engsten Zusammenhang mit der algebraischen Bestimmung
aller endlichen Gruppen linearer Transformationen einer Verdnderlichen, einer Auf-
gabe also, die schon zuvor von F. KLEIN auf anderem Wege gelost worden war.

Mit naheliegender Verwertung des angegebenen Resultats lassen sich aus I 12 Ge-
raden und aus II 24 Geraden der eingangs festgelegten Art gewinnen, so dass sich
insgesamt 36 solche ergeben.

Von den mannigfaltigen Sachverhalten, die mit unserem Theorem in engster Ver-
bindung stehen, erwdhnen wir den folgenden: Wie viele Tetraeder vom Volumen
V=1 und mit ausschliesslich mit # kommensurablen Flichenwinkeln gibt es?
Beschriankt man sich lediglich auf Tetraeder mit einer Rechtwinkelecke (vgl. die
untenstehende Abbildung), so gibt es genau zwei solche, wenn kongruente und spie-
gelsymmetrische Losungen identifiziert werden. Bezeichnen 4, b und ¢ die Lingen
der drei Kanten, die von der Rechtwinkelecke auslaufen, und identifiziert man die
drei Winkel a, f und y mit denjenigen, die von der nach aussen weisenden Normalen
der Gegenseitenfliche der Rechtwinkelecke mit den Kanten 4, b und ¢ gebildet wer-
den, so entsprechen die Losungen I und II oben den nachfolgend in der Tafel einge-
tragenen Tetraedern I und II, die auch abgebildet sind (Verkiirzung 1:2).

a b ¢

3 6
I 7

yis |8
n|\Va45+2)|V345-2)| V3

1y L.ScHLAFL1, Gesammelte Mathematische Abhandlungen, Bd.1, S.268.
2) P, GorpaN, Uber endliche Gruppen linearer Transformationen, Math. Ann. 12, 23-46 (1877).



Aufgaben 17

Wenn die bis heute noch nicht erwiesene Vermutung richtig ist, dass die von M. DEHN
im Jahre 1901 aufgestellten notwendigen Bedingungen fiir die Zerlegungsgleichheit
zweier Polyeder auch hinreichend sind, so miisste sich die Zerlegungsgleichheit der
beiden Tetraeder I und II mit dem Einheitswiirfel feststellen lassen. Diese Bestiti-
gung diirfte eine recht delikate elementargeometrische Aufgabe darstellen!

H. HADWIGER.

Aufgaben

Aufgabe 226. Die Bewegungsgruppe des ebenen quadratischen Gitters ldsst sich
durch die beiden Elemente 4 und B erzeugen, die folgenden Relationen geniigen:

At=1, B!=1, (4AB)*=1.

Die beiden Elemente U=A42B und V=A4BA erzeugen die Translationen in der x- und
y-Richtung. Man zeige ohne Geometrie und ohne Matrizen rein gruppentheoretisch:

1. U und V sind vertauschbar.
2. U und V sind von unendlicher Ordnung.
3. Zwischen U und V besteht keine weitere Relation.
A.SPEISER, Basel.
Lésung: € sei eine unendliche Gruppe mit zwei Erzeugenden 4 und B, die die Rela-
tionen

At=1, B?=1, (A4B)‘=1 (1)

(und vielleicht noch andere) erfiillen. Wir setzen U=A4%B, V=4ABA und bekommen
leicht mittels (1)

U-1W-1UV=BA®A-1BA-14?BABA = (BA)*=A-YAB)*4A=1.

Die Elemente U und V sind also vertauschbar und erzeugen daher eine Abelsche
Untergruppe $ von E. Man hat auch die folgenden Relationen:

AUVA-1=A"'BAB=V-1U, (2)
AU-WA-1=ABA-'B=VU, (3)
AV-1UA'=BVUB-'=BABA-'=U"V"}, 4)
AV-1U~14-1=BV-1UB-1=BA-'BA=U"1V. (5)

In jeder Gruppe mit zwei Erzeugenden 4 und B ist die Kommutatorgruppe der von
A-1B-14B erzeugte Normalteiler, das heisst die von allen Konjugierten des Elements
A-1B-14B erzeugte Untergruppe. Nun zeigen (2), (3), (4), (5), dass die Transforma-
tionen mit 4 oder B die Elemente UV, U~1V, UV~ und U~V -1 permutieren. (Die
Transformation mit B ist wegen B%=1 involutorisch.) Diese vier Elemente bilden
somit ein vollstindiges System von Konjugierten. Wegen

U-W-1=(UV)~1, UV-1=(U-W)"1'=A-1B-'4B

ist also die Kommutatorgruppe die von UV und U~V erzeugte Abelsche Untergruppe
Nin € und R H.
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