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ELEMENTE DER MATHEMATIK

Revue de mathématiques élémentaires — Rivista di matematica elementare

Zeitschrift zur Pflege der Mathematik
und zur Fiorderung des mathematisch-physikalischen Unterrichis
Organ fiir den Verein Schweizerischer M athematik- und Physiklehrer

El Math. Band XI Nr.1 Seiten 1-24 Basel, 10. Januar 1956

Entwicklung und Bedeutung der konformen Abbildung’)
1. Einleitung

Zu den allgemeinen Abbildungen zdhlt der Nichtmathematiker in erster Linie
Photographien oder architektonische Pline wie auch geographische Karten und oft
noch kiinstlerische Werke, seien es Gemalde, Skulpturen oder Plastiken, bei denen
nicht nur Gegenstidnde, sondern sogar gewisse Gefiihle des Schopfers in die Abbildung
im weiteren Sinne einbezogen sind. Wenn JoHANN WOLFGANG GOETHE meint: «Die
Mathematiker sind eine Art Franzosen, redet man mit ihnen, so iibersetzen sie es in
ihre Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anderes», so mag in gewissem Masse
diese Ausserung hier zutreffen, denn der Mathematiker verwendet den Abbildungs-
begriff fiir ganz bestimmte Operationen, die durch Gesetze eindeutig festgelegt sind.

Die mathematische Forschung erhielt den entscheidenden Impuls zur Entwicklung
der Abbildungslehre im Zusammenhang mit der Entstehung des Funktionsbegriffs.
Nach unserer heutigen Auffassung reiht sich dieser ganze Ideenkreis als eine mehr
oder weniger abstrakte Zuordnung von Zahlen als Sonderfall in den allgemeinen
mathematischen Abbildungsbegriff ein, welcher nun eine abstrakte Zuordnung
zwischen den Objekten von zwei verschiedenen Systemen bedeutet. Das Haupt-
gewicht in der mathematischen Abbildungsinterpretation liegt aber in der Unter-
suchung der sogenannten Invarianten, das heisst im Aufsuchen derjenigen Struktur-
eigenschaften, die durch die Transformation unverdndert wiedergegeben werden. Als
Beispiel betrachten wir die geographische Karte, bei der jedem Punkt der Karte ein
Punkt auf dem Globus entspricht und umgekehrt. Je nach den speziellen Bediirf-
nissen kénnen wir flichentreue Karten herstellen, die durch die Forderung charak-
terisiert werden, dass jede geschlossene Kurve ein Flichenstiick desselben Inhalts
umschliesst wie ihre Bildkurve. In gleicher Weise lassen sich streckentreue Karten
erzeugen. Viele geographische Karten verzichten heute auf die Flichen- oder Strecken-
treue, legen aber Wert auf die Winkeltreue, wo gefordert wird, dass die Winkel, unter
denen sich zwei Kurven schneiden, im Bild unverzerrt wiedergegeben werden (Figur1).

Solche Abbildungen, die sich zudem stetig verhalten und bei denen der Drehsinn
der Winkel erhalten bleibt, bezeichnet man als «<konforme Abbildungen».

Die so eingefiihrten konformen Abbildungen haben die fundamental wichtige
Eigenschaft, dass sie, wie der Mathematiker zeigt, im Kleinen eine dhnliche Abbildung

1) Leicht abgednderte Fassung des Vortrags, gehalten am 4. Juni 1955 als Antrittsvorlesung ap der
ETH. in Ziirich.
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liefern, so dass das Bild eines infinitesimal kleinen Kreises wiederum einen infinitesi-
mal kleinen Kreis ergibt. Mit anderen Worten heisst das: Die Verzerrung fiir die
Umgebung eines Gegenstandspunktes P bleibt in allen Richtungen dieselbe. Diese
grundlegende Abbildung fiihrte in der Mathematik, speziell in der Funktionentheorie
zu priachtigen Anwendungen, die sich, wie spiter noch erwihnt werden wird, auch
fiir weiteste Gebiete der Technik fruchtbar ausgewirkt haben. Im folgenden wollen
wir in einem historischen Riickblick den Werdegang dieses Abbildungsverfahrens an
Hand von charakteristischen Beispielen erliutern. Anschliessend sei versucht, die
grosse Bedeutung dieser Methode im Rahmen der mathematischen Entwicklung der

Figur 1

letzten Jahrhunderte zu schildern und einige moderne Betrachtungsweisen vom
heutigen Standpunkt aus ins Auge zu fassen, ohne den geringsten Anspruch auf Voll-
stindigkeit sowohl vom historischen wie vom stofflichen Standpunkt aus zu bean-
spruchen.

2. Die stereographische Projektion

Schon vor Christi Geburt bemiihte man sich, nach verschiedenen Methoden
geographische Karten herzustellen. Dadurch wurde bei den alten Griechen bereits
der Grundstein zu einer eigentlichen Wissenschaft, der Geoddsie, gelegt. Hauptver-
treter dieser Richtung wurde der grosse griechische Astronom, Mathematiker und
Geodidt, CLaAUuDIUS PTOLEMAUS, der um 140 Jahre nach Christus in Alexandria lebte
und in seinem achtbindigen Werke I'twypagixn ‘Yo#ynots, oder zu deutsch
Anleitung zum Kartenzeichnen, eine strenge und vielseitige Methode zur Kartener-
stellung entwickelte. Er weist in seiner Arbeit auf drei Abbildungsverfahren des
Globus hin: zunichst auf dasjenige des MARINUS VvON TYRUS, bei welchem der Parallel-
kreis von Rhodos lingentreu auf eine Gerade und alle Meridiane ebenfalls lingen-
treu auf dazu senkrechte Gerade abgebildet werden (Figur 2a). Weiter folgen die
beiden Ptolemiischen Projektionsarten. Bei der ersten werden die Breitenkreise auf
konzentrische Kreise und die Meridiane auf Radien dieser Kreise bezogen. Fiir alle
Meridiane sowie fiir den Breitenkreis von Rhodos ist die Abbildung lingentreu
(Figur 2b). Die zweite Methode bildet die Breitenkreise ebenfalls auf konzentrische
Kreise ab, aber nur ein Meridian in der Mitte wird auf eine Gerade bezogen. Dieser
und die Breitenkreise von Thule (') und Syene (S) sowie der Gegenbreitenkreis von
Meroél (M) werden lingentreu abgebildet, die iibrigen Meridiane ergeben sich als
Kreise, die durch je drei Punkte auf den Breitenkreisen (T'), (S) und (M) bestimmt
sind (Figur 2c)?).

3) Vgl. Des Klaudios Ptolemaios Einfihrung tn die darstellende Erdkundc 1. Teil, von HANs v. MZ1ix
und FriEDR, HOPFNER bearbeitet (Wien 1988),
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Diese drei Abbildungsverfahren sind, global betrachtet, in ihren kleinsten Teilen
nicht dhnlich, also auch nicht konform. Im Planisphirium?3) hingegen behandelt
ProLEMAUS die stereographische Projektion des Himmelsgewdlbes, und diese Abbil-
dungsart ist fiir unsere Untersuchungen wohl die interessanteste %).
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Eine Kugel wird hier vom Nordpol aus auf die Aquatorebene projiziert. Dabei
entspricht jedem Punkt P’ der Kugel ein Punkt P der Ebene.

Dem Nordpol selbst ordnet man das unendlich Ferne der Ebene zu. Schon mit
den einfachsten Mitteln der Mittelschulmathematik kann man zeigen, dass diese

3) ProLeEMAus, Planisphdrium, Opera 11 (HEIBERG).
4) Die stereographische Projektion muss schon HipPARCH bekannt gewesen sein, er wird auch hiufig als
Entdecker dieser Abbildung bezeichnet. HipPARCH lebte um 190-125 vor Christus auf Rhodos und fiihrte

dort astronomische Betrachtungen durch.
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Abbildung der Kugel auf die Ebene eine winkeltreue Abbildung darstellt, die wir, da
auch der Drehsinn der Winkel erhalten bleibt, als konform bezeichnen diirfen. Eine
Haupteigenschaft der stereographischen Kugelprojektion liegt nun in der sogenannten
Kreistreue, bei der ein Kreis auf der Kugel wiederum in einen Kreis der Ebene iiber-
geht. Verlduft der Kreis auf der Kugel durch den Nordpol, so entspricht ihm in der
Ebene ein Kreis mit unendlich grossem Radius, also eine Gerade. Drehen wir zum
Beispiel die Kugel um einen beliebigen Durchmesser, um einen bestimmten Winkel,
so dass alle Kugelkreise K’ in entsprechende Kreise K’ iibergehen, und projizieren
diese Kugel vor und nach der Drehung vom Nordpol aus auf die Ebene, so erhalten wir

eine Abbildung der Ebene auf sich, in der Kreise in Kreise tibergehen. Diese wich-
tige Klasse von Transformationen bezeichnet der Mathematiker als Kreisverwandt-
schaften.

Stellen wir uns jetzt die Frage, welche Eigenschaften dieser ersten konformen Ab-
bildung, also der stereographischen Projektion®), den alten Griechen schon bekannt
waren, so ldsst sich darauf kaum eine bestimmte Antwort geben, und weitgehend
bleiben wir auf Vermutungen angewiesen. Mit Sicherheit diirfen wir aber behaupten,
dass man die Kreistreue bereits im frithen Altertum erkannt hat, denn das lisst sich
an Hand verschiedener Beispiele zeigen. In unserem Falle berufen wir uns auf ein
astronomisches Instrument, das Astrolabium, welches auch von PTOLEMAUS im
Planisphirium erwihnt wird®), und bei dem das Himmelsgewélbe unter strenger
Beachtung der erwihnten Kreistreue stereographisch auf die Aquatorebene bezogen
ist. Das édlteste, uns erhalten gebliebene Astrolabium, ein arabisches Modell, stammt
aus dem Jahre 984. Nach Vitruvius (Architectura 1X, 8) geht die Erfindung dieses
Instruments entweder auf Eupoxus zuriick, der von 408 bis 355 vor Christus lebte,
oder dann auf ApoLLONIUS von Perga, der um 200 vor Christus in Alexandria arbeitete.

Tafel 1 zeigt uns ein persisches Astrolabium aus dem Jahre 1647.

Interessanterweise erwihnen aber HippArcH, EUupoxus und PToOLEMAUS, soweit
wir dies iiberblicken konnen, nie die Winkeltreue der stereographischen Abbildung,
was zwar nicht ohne weiteres heissen will, dass ihnen diese nicht bekannt war.

5) Der Name «Stereographische Projektion» wurde der Abbildung erst im Jahre 1613 durch AIGUILLON
gegeben.

%) Fiir weitere Angaben iiber das Astrolab vergleiche man: O. NEUGEBAUER, The early history of the
Astrolabe, 1sis 40, 240 (1949).
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Tafel 1

Man erkennt bei dem Astrolabium einen dusseren Ring, der in 360° eingeteilt ist, sowie eine Kreisscheibe,
die dasselbe Zentrum aufweist wie der Ring. Die Scheibe, genannt Spinne, ist Triger eines exzentrischen
Kreises, der die Ekliptik darstellt. Die Spinne veranschaulicht eine stereographische Projektion des Him-
melsgew6lbes. Durch ihre Drehung im Ring wird die scheinbare tigliche Bewegung des Sternenhimmels
beschrieben. Die Spinne liegt auf einer festen Scheibe, in die verschiedene Kreise eingraviert sind. Der mitt-
lere Kreisbogen, der die obere Kreisschar von der unteren Kurvenschar trennt, stellt den Horizont dar, die
dariiberliegenden Kreise sind die stereographische Projektion der Hohenkreise. Dreht man die Spinne nach
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rechts, so ldsst sich neben Linge und Breite auch die Bahn eines beliebigen Gestirns, insbesondere sein
Auf- und Untergehen am Horizont bestimmen. Fiir neuere Angaben verweisen wir auf das Werk von
GUNTHER, The astrolabes of the world (Oxford 1932), sowie auf B. L. VAN DER WAERDEN, Science Awakening
(P. Noordhoff, Groningen), und B. L. vAN DER WAERDEN, Les Mathématiques Appliquées dans I’ antiquité,
Ens. math. (1955). Der Verfasser verdankt Herrn Prof. Dr. B. L. VAN DER WAERDEN auch verschiedene
wichtige Hinweise bei der Bearbeitung des vorliegenden Artikels.

Eine weitere Interpretation der stereographischen Abbildung finden wir in der
Inversion am Kreis. Man erhilt diese, indem der Punkt P’ der Kugel an der Aquator-
ebene in den Kugelpunkt P gespiegelt wird, darauf entwirft man von P’ bzw. P die
stereographischen Projektionen P bzw. P+. P heisst dann das inverse Bild von P+
beziiglich des Aquatorkreises. Auch diese Abbildung, die das Kreisiussere in das
Kreisinnere, und umgekehrt, iibertrigt, ist winkel- und kreistreu?).

Figur 4

In diesem Zusammenhang erwihnen wir noch einen interessanten Satz von ApoL-
LON1US, der uns durch PAppUs wie folgt iiberliefert wurde: « Von einem oder von zwei
festen Punkten werden zwei Strecken so gezogen, dass

a) die eine in der Verlingerung der andern liegt, oder
b) die beiden Strecken parallel verlaufen, oder
¢) die beiden Strecken einen festen Winkel einschliessen.

Bewegen sich die Endpunkte der beiden Strecken so, dass

A) diese ein bestimmtes Verhiltnis bilden, oder
B) diese ein bestimmtes Produkt bilden,

so beschreibt der Endpunkt der zweiten Strecke dann einen Kreis oder eine gerade
Linie, wenn der Endpunkt der ersten ebenfalls einen Kreis oder eine gerade Linie
durchlauft.»

Es ist leicht einzusehen, dass die Inversionsbildung, die Ahnlichkeitstransformation
und die Kreisverwandtschaften in diesem interessanten Beispiel von APOLLONIUS
enthalten sind!

Im Jahre 1613 gibt AIGUILLON in seiner Abbildungsiehre eine eingehende Darstel-
lung zur stereographischen Projektion. Es werden in diesem {iber 100 Seiten umfas- -
senden Quartband alle erdenklichen Moglichkeiten stereographischer Projektionen

7} Vgl. zum Beispiel STIEFEL, Lehrbuch der darstellenden Geometrie (Birkhiuser Verlag, Basel 1947).
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behandelt, ohne wieder mit einem Wort die Winkeltreue zu erwihnen. Es dringt
sich somit die Vermutung auf, dass das erste klassische Beispiel der konformen Ab-
bildung bis weit ins Mittelalter hinein noch nicht als konform erkannt wurde.

3. Die Mercator-Projektion

Die Ungewissheit in unserer geschichtlichen Betrachtung, wie weit den Mathe-
matikern und Geoditen die Grundeigenschaften ihrer stets verwendeten Projektions-
methoden bekannt waren, dauerte bis ins 16. Jahrhundert hinein. Diese Erscheinung
ist insofern begreiflich, als das frithe Mittelalter weder speziell in der mathematischen
noch in der geographischen Forschung wesentliche Fortschritte aufzuweisen vermag.
Die Erkenntnisse eines ProLEMAUS konnten sich nicht weiter verbreiten, da erst im
Anfang des 15. Jahrhunderts sein Werk dem Abendlande in lateinischer Ubersetzung
erschlossen wurde. Auf die Weiterentwicklung wirkte es sich dann hemmend aus, dass,
wie ARISTOTELES im Reiche der Philosophie, PTOLEMAUS in Reichen der Astronomie
und Geographie als absoluter Herrscher verehrt wurde. Der leiseste Zweifel an ihrer
Autoritit galt ja als Ketzerei.

In der Mitte des 16. Jahrhunderts beschiftigte sich aber mit dem Vermichtnis
des PTOLEMAUS ein junger Mathematiker und gewiegter Geograph, GERHARD KRE-
MER, genannt MERCATORS®). Dieser interessierte sich fiir die von PToLEMAUS stam-
menden astronomischen Instrumente und konstruierte sodann fiir Kaiser Karl V.
neben zahlreichen geographischen Instrumenten auch ein Astrolab. Von diesem
MERCATOR existiert weiter eine erste Theorie des Erdmagnetismus, die sich fiir die
einsetzende Schiffahrt als besonders wichtig herausgestellt hat. Das eingangs er-
wihnte Werk des PTOLEMAUS iiber wissenschaftliche Geographie ist sehr wahr-
scheinlich nicht von ihm selber mit Karten versehen worden, wenigstens stammen
diejenigen, die sich bei den alten Handschriften vorfanden, von einem spiteren
Geographen, namens AGATHODAMON, und sie stimmen nicht iiberall mit dem ptole-
madischen Text iiberein. Es war deshalb seit dem Wiedererwachen der Wissenschaften
bereits mehrfach der Wunsch geédussert worden, endlich echte Karten zum PTOLE-
MAUS zu besitzen, solche, die sich seinen Angaben genau anschléssen. Der Aufgabe
unterzog sich nun MERCATOR und gab die verlangten Karten 1578 zu Kéln heraus.
Durch diese eingehenden Studien und dank seiner Tiichtigkeit scheint MERCATOR
alle wichtigen Eigenschaften der angewandten Projektionsmethoden von PToLEMAUS
und seinen Schiilern erkannt zu haben. Leider ist uns sein Hauptwerk, Uber geo-
graphische Kunst, welches vermutlich gerade die erwihnten Probleme behandelt,
nicht erhalten geblieben; aber die einzelnen zerstreuten Mitteilungen, die sich auf
den Karten selber befinden, scheinen den Beweis zu liefern, wie tief MERCATOR in die
Lehre der Projektionen eingedrungen ist. Wir diirfen auf Grund dieser Unterlagen
annehmen, dass MERCATOR in der Mitte des 16. Jahrhunderts als erster den Begriff
der Konformitét klar postulierte und die Anforderungen aussprach, denen eine Ab-
bildung geniigen miisse, damit eine ebene Figur die grosstmogliche Ahnlichkeit mit
einer entsprechenden auf der Kugeloberfliche erhalte. Als MERCATOR den Plan zu
einem Atlas fasste, entschloss er sich, als erstes Blatt die beiden Halbkugeln in

8) Geboren 1512 in Rupelmonde in Flandern, lebte spiter vorwiegend in Duisburg, wo er 1594 starb.
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stereographischer Projektion mit dem Augenpunkte im Aquator darzustellen. Der
Grund, weshalb er diese Methode wihlte, findet sich im Beitext zur Karte selber
angegeben. Es heisst dort: «Weil die Vierecke bleiben und auch die Breiten- und
Lingengrade unter sich dasselbe Verhiltnis bewahren wie auf der Kugeloberfliche,
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Tafel 2

so behiilt das Bild tiberall seine urspriingliche Gestalt, ohne irgendwelche Verzerrung.»
(Tafel 2 zeigt uns eine der beiden Halbkugeln des ersten Blattes.)

Mit fast denselben Worten, welche MErcaTOR fiir die konformen Eigenschaften
seiner Abbildungen brauchte, driickte sich fast zweihundert Jahre spiter der grosse
Mathematiker LAMBERT aus, weshalb die Geschichte gerne die obigen Verdienste
LAMBERT zuschreibt, allerdings mit gewissem Unrecht.

Fillt heute MERcATORS Name, so erinnert man sich in erster Linie an die nach ihm
benannte Mercator-Projektion oder Mercator-Karte, in der der deutsche Geograph als
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erster eine Abbildung des Globus angab, die in ihren kleinsten Teilen dhnlich ausfiel
und zudem gegeniiber der stereographischen Karte den Vorteil hatte, dass die Meri-
diane und die Breitenkreise, welche sich rechtwinklig schneiden, im Bild in parallele
Gerade zum Kartenrand iibergehen. Das Prinzip dieser fiir die Seeleute so wichtigen
Karte ist das folgende : Auf dem Globus nimmt die Distanz zwischen zwei Meridianen,
gemessen auf den Breitenkreisen, gegen die Pole hin stindig ab. «Um nun diese
Meridiane trotzdem als parallele Gerade auf einen Zylinder zu zeichnen, habe ichy, so
schreibt MERCATOR selber, «die Breitengrade nach beiden Polen zu allmihlich in dem-
selben Verhiltnis vergrossert, wie die Breitenkreise in ihrem Verhéltnis zum Aquator
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1

abnehmen.» Interpretiert man diese Abbildungsart mathematisch, so kénnen wir aus
Figur 5 entnehmen, dass der Abstand der Meridiane mit wachsender geographischer
Breite ¢ auf der Kugel mit dem Radius R proportional dem cosg abnimmt. Da
dieser Abstand aber in der Mercator-Projektion unverandert bleibt, so nimmt das
Vergrésserungsverhiltnis unserer Abbildung mit zunehmender Breite im Verhiltnis
1:cosg zu, also gilt die Beziehung

dy 1

Rdp =~ cos¢’

Daraus schliesst man fiir den Abstand y des Breitenkreises ¢ vom Aquator in der
Mercator-Projektion auf den Wert

1+4sing _ k2 P
y= Rfcoscp =iKn l/l——sm Rlntg(4 T 2)'
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Fiir den Pol (p = 7/2) wird y unendlich gross, was heissen will, dass die Bilder vom
Nord- und Siidpol in der Projektion unendlich weit vom Aquator entfernt liegen.
Neben der stereographischen Projektion ist also die Mercator-Projektion die zweite
bekannte konforme Abbildung, die allerdings von allem Anfang an durch GERHARD
KREMER in vollem Umfang erfasst und beherrscht wurde.

An dieser Stelle sei noch erwdhnt, dass unsere neuesten eidgenéssischen Karten-
werke nach dem obigen Mercator-Prinzip hergestellt werden. Genau ausgedriickt,
handelt es sich um eine sogenannte winkeltreue, schiefachsige Zylinderprojektion,
bei der die Zylinderachse nicht mit der Erdachse zusammenfillt, sondern mit dieser
einen Winkel bildet, gleich der geographischen Breite von Bern. So beriihrt der
Zylinder die Erdkugel lings des Grosskreises, der durch Bern geht und senkrecht zum
Berner Meridian steht. Diese winkeltreue Abbildung ist natiirlich weder lingen-
noch flichentreu. Die grossten Verzerrungen treten bei Chiasso auf, wo die maximale
Streckenverzerrung 0,19°%/, =19 cm/km betrigt und die maximale Flichenver-
zerrung 0,389/, %).

4. Die weitere Entwicklung der Geodisie

Auch in spdteren Zeiten war es wieder die Geodisie, welche der Abbildungslehre,
insbesondere unserer konformen Abbildung, oder noch allgemeiner der Funktionen-
theorie, wesentliche Impulse verlieh. GAUSSENS Lehrer, ABRAHAM GOTTLIEB KAsT-
NER, schrieb im Jahre 1771 eine Dissertation, die sich nochmals mit der stereo-
graphischen Projektion befasste. JoHANN HEINRICH LAMBERT, der 1728 in der damals
mit der Schweiz als «zugewandter Ort» verbiindeten Stadt Miilhausen geboren
wurde, interessierte sich in seiner Arbeit {iber Bestrige zum Gebrauch der Mathematik
und deren Anwendung eingehend fiir die verschiedenen Forderungen, die an eine
Karte zu stellen sind, um winkeltreue, flichentreue und andere Abbildungen zu er-
zielen. Er schuf auch eine analytische Darstellung der stereographischen Projektion.

Besonders fruchtbare Beitrige lieferte der geniale Schweizer Mathematiker LEON-
HARD EULER. In seiner Arbeit De repraesentatione superficiei sphaericae super plano
aus dem Jahre 1777 behandelt er die Aufgabe, die Koordinaten eines Punktes x, y
der Ebene als Funktion der sphirischen Koordinaten, nimlich der geographischen
Breite ¢ und der Linge &, so darzustellen, dass gewisse Forderungen erfiillt werden.
EUuLER weist zuerst darauf hin, dass kongruente Abbildungen der Kugel auf die
Ebene nicht moglich seien. Weiter werden auf analytischem Wege die Bedingungen
genau festgelegt, damit zum Beispiel Meridiane und Parallelkreise sich in zwei ortho-
gonale Kurvensysteme abbilden. Gehen diese Systeme in Parallele zu den Koordi-
natenachsen iiber, so erhalten wir bekanntlich die Mercator-Projektion, die EULER
ebenfalls interessierte. Auch die flichentreue Abbildung erfuhr durch ihn eine tief-
greifende Wiirdigung. In den weiteren Betrachtungen wird die grundlegende Hypo-
thesis, qua regiones terrae per similes figuras exhibentur, das heisst die winkeltreue
Abbildung, eingehend untersucht. Wiederum behandelt er mit seiner ausserordent-
lichen Prizision die allgemeine Losung auf analytischem Wege, um eine Kugel so auf

9) Fiir weitere Angaben iiber das schweizerische Kartenwerk verweisen wir auf: Prof. Ep. ImHoF,
Geldnde und Karte (Eugen Rentsch Verlag, Ziirich-Erlenbach 1950). Aus diesem Buch wurde uns freund-
licherweise das Cliché zu Figur 5 zur Verfiigung gestellt.
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die Ebene abzubilden, dass die kleinsten Teile ihren Bildern dhnlich werden. In diesen

Rechnungen miissen wir ein historisches Moment fiir die Funktionentheorie erblicken,
~ weil hier zum ersten Male komplexe Grossen zur konformen Abbildung herangezogen
wurden, wodurch eine Methode in die Abbildungslehre Eingang fand, die bis auf den
heutigen Tag das beherrschende Element der Funktionentheorie blieb. In einer
spiteren Arbeit zeigt EULER, dass die stereographische Projektion einen Spezialfall
der von ihm aufgestellten konformen Abbildungen darstellt.

Zur gleichen Zeit studierten noch andere Mathematiker geoditische Abbildungs-
probleme, wir begniigen uns mit der Erwdhnung einer kleineren Schrift von ScHU-
BERT (1758-1825) mit dem Titel De proiectione sphaeroidis ellipticae geographicae. Der
Verfasser interessierte sich fiir den Fehler, den man begeht, wenn bei der Karten-
projektion die Erde als Kugel angenommen wird. In dieser Untersuchung ist auch
die Rede von einer «proiectio figurae ellipticae conformis», und es scheint, dass das
Wort «Konforme Abbildung» von dieser Arbeit herriihrt.

Wir diirfen aber die Geodisie nicht verlassen, bevor wir noch die enormen Ver-
dienste von CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) erwdhnen, im Zusammenhang mit
den von ihm durchgefithrten Vermessungsproblemen. Im Jahre 1816 erging an
C.F.Gauss die Aufforderung der Regierung, eine Vermessung des Landes Hannover
durchzufithren. Der grosse deutsche Gelehrte fithrte diese Aufgabe zwischen 1821 und
1825 aus. Die Arbeit regte Gauss dazu an, eigene Forschungen im Gebiete der Geo-
disie zu betreiben, und so entstanden die beiden Abhandlungen éber die Bestimmung
des Breitenunterschiedes zwischen den Sternwarten von Gottingen und Altona vom Jahre
1828 und, etwas spiter, die Untersuchungen iiber Gegenstinde der hiheren Geoddsie.

In seinen zahlreichen Betrachtungen beniitzte GAUss mit Vorliebe eine bestimmte
konforme Projektion des Ellipsoides auf die Ebene. Mit seinen fruchtbaren und
genialen Arbeiten auf dem Gebiete der Differentialgeometrie griff GAuss auch be-
stimmend in die eigentliche Abbildungslehre ein. Durch das GauBsche Kriimmungs-
mass wurden weitgehend die Fragen iiber die Abbildung von krummen Flichen auf-
einander abgeklirt. Auch das berithmte Plateausche Problem der Minimalflichen
konnte dank seiner Ideen gel6st werden, im Zusammenhang mit konformen Abbil-
dungen. Dem grossen Férderer der Funktionentheorie zu Ehren wurde spiter die
komplexe Zahlenebene als « GauBsche Ebene» bezeichnet.

5. Klassische Probleme der konformen Abbildung

Die schopferischen Mathematiker des 18. und 19. Jahrhunderts erweiterten den
Begriff der konformen Abbildung in der Richtung, dass sie sich nicht bloss fiir die
Beziehungen Kugel-Zylinder oder Kugel-Ebene interessierten, sondern die konformen
Relationen studierten, die zwischen zwei ebenen Gebieten auftreten.

Eine Hauptaufgabe der klassischen Funktionentheorie des 19. Jahrhunderts stellte
sich in dem Problem, zwei ebene, einfach zusammenhéngende??) Gebiete konform auf-

10) Ein beschrinktes Gebiet heisst einfach zusammenhingend, wenn die Randpunkte eine einzige zu-
sammenhingende Punktmenge, zum Beispiel eine geschlossene Kurve, bilden. Das Gebiet heisst zweifach,
dreifach oder mehrfach zusammenhingend, wenn die Begrenzung aus zwei, drei oder mehreren paarweise
getrennten (geschlossenen) Kurven besteht.
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einander abzubilden vermittels einer komplexen Funktion w = f(z). Dabei sei ver-
langt, dass die Abbildung sich stetig verhalte, und aus diesem Grunde sehen wir, dass
ein Kreisring, also ein zweifach zusammenhingendes Gebiet, unmoglich auf das
Innere eines Kreises abgebildet werden kann, denn sonst miisste die Kreisperipherie
auf zwei getrennte Konturen bezogen werden, was unmoglich stetig auszufiithren
wire. Die Losung dieses zentralen Abbildungsproblems blieb weitgehend BERNHARD
RIEMANN (1826-1866) vorbehalten, der als Schopfer und Begriinder der modernen
geometrischen Funktionentheorie bezeichnet werden darf. Die nach ihm bezeichnete
Riemannsche Fliche gehort zu den geistreichsten Ergebnissen, die das mathema-
tische Schaffen seines Jahrhunderts erreichte. Eine nihere Betrachtung dieser Unter-
suchungen wiirde wiederum den uns gelegten Rahmen weit iiberschreiten, doch sei
erwahnt, dass mit dieser Riemannschen Idee, durch die die Ebene mehrfach mit
Blittern tiberdeckt wird, die Schwierigkeiten, welche bei mehrdeutigen Funktionen
auftreten, iiberwunden wurden. BERNHARD RIEMANN hat, neben zahlreichen wei-
teren Untersuchungen, den oben erwihnten Abbildungssatz in der Form aufgestellt,
dass jedes ebene Gebiet, das aber nicht die ganze Ebene umfasst und das sich um-
kehrbar eindeutig und stetig auf die Kreisscheibe abbilden ldsst, auch konform auf
diese abbildbar sei.

Dieser zentrale Abbildungssatz, heute als Hauptsatz der konformen Abbildung
bezeichnet, wurde allerdings von RIEMANN selber nicht streng bewiesen, sondern nur
als Aquivalent eines Variationsproblems, des sogenannten «Dirichletproblems», er-
kannt, von dem RIEMANN aber die Existenz als evident annahm. Der ebenfalls fiir
die Funktionentheorie bahnbrechend wirkende WEIERSTRASS bezweifelte die Rich-
tigkeit der Riemannschen Hypothese, und es bedurfte eines DAvip HILBERT, um mit
vollstindigen Beweisen der Riemannschen Annahme zum Durchbruch zu verhelfen.

Durch die Riemannschen Untersuchungen eroberte sich die Funktionentheorie,
und mit ihr die konforme Abbildung, innerhalb der Mathematik den ihr zukommenden
dominierenden Platz. Es wire unmoglich, an dieser Stelle den weiteren geschichtlichen
Verlauf auch nur anndhernd zu schildern. Wir begniigen uns hier, neben RIEMANN
noch besonders die beiden Begriinder der analytischen Funktionentheorie, CAUCHY
und WEIERSTRASS, zu erwihnen sowie KLEIN und POINCARE, die unter anderem das
umfassende Uniformisierungsproblem l6sten. Neben sie reihen wir die beiden bedeu-
tenden Lehrer an der Eidgenoéssischen Technischen Hochschule, H. A. SCHWARZ und
Hurwirz.

Durch das gewaltige Eingreifen dieser Mathematiker profitierte auch die Technik
in stirkstem Masse von der Funktionentheorie. Wiederum gehort es zu den Ver-
diensten RiEMANNS, den Zusammenhang zwischen konformer Abbildung und der
Stromungslehre erkannt zu haben. Weitere Anwendungen in mehr potentialtheore-
tischer Richtung finden wir fiir die Elektrostatik und die Elektro- und Hydrodyna-
mik, um nur einige der wichtigsten zu nennen.

Ausgehend vom Riemannschen Abbildungssatz, und im Zusammenhang mit den
soeben erwdhnten technischen Gebieten, entwickelten sich ganz besonders in unserem
Jahrhundert verschiedene praktische Methoden der konformen Abbildung. Fiir ein vor-
gegebenes Gebiet, zum Beispiel ein Tragfliigelprofil, oder fiir ein kreisihnliches Gebiet
wurden die Abbildungsfunktionen explizit bestimmt. Hierzu beniitzte man im allgemei-
nen bestimmte Iterationsverfahren oder neuerdings auch gewisse Integralgleichungen.
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6. Neuere Betrachtungen und allgemeinere Abbildungen

Um das Wesen der konformen Abbildung auch vom heutigen mehr theoretischen
Standpunkt aus iiberblicken zu kénnen, wenden wir uns noch einigen neueren Pro-
blemstellungen zu.

Der Riemannsche Abbildungssatz lehrt, dass bei einem vorgegebenen Gebiet, das
sich auf eine Kreisscheibe konform abbilden ldsst, die Abbildungsfunktion durch die
Vorgabe der Gebiete weitgehend bestimmt wird; nach gewissen Normierungen ist die
Funktion sogar eindeutig festgelegt. Einen integrierenden Bestandteil in derartigen
Aufgaben bilden die Verzerrungseigenschaften, die sich besonders eindriicklich am
klassischen Beispiel des Schwarzschen Lemmas erldutern lassen, nach welchem die

Figur 6a Figur 6b Figur 6¢

Abbildung einer Kreisscheibe mit dem Radius » =1 in das Innere eines gleich grossen
Kreises so beschaffen sein muss, dass der Bildpunkt stets einen kleineren Abstand
vom Nullpunkt aufweist als der Originalpunkt, unter der Voraussetzung, dass sich die
beiden Kreismittelpunkte entsprechen (Figur 6a). Verallgemeinerungen dieses Ver-
zerrungssatzes fithren zu dem beriihmten Lindel6fschen Prinzip sowie zum grossen
Fragenkreis des Blochschen Satzes.

Betrachten wir an Stelle eines einfach zusammenhidngenden Gebietes ein zwei-
fach zusammenhingendes, zum Beispiel ein Ringgebiet, so ldsst sich dieses, wie
bereits erwihnt wurde, nicht mehr konform auf die Kreisscheibe beziehen. Hingegen
kann man ein derartiges Ringgebiet immer konform in einen Kreisring abbilden
(Figur 6b).

Bei einem bestimmten Ringgebiet ist aber wieder durch die Form dieses Gebietes
bereits das Radiusverhiltnis R/r des Bildkreisrings vorgegeben. Dieses charakteri-
stische Verhiltnis heisst Modul des Ringgebietes, und es gilt der zentrale Satz, dass
sich zwei beliebige Ringgebiete nur dann konform aufeinander abbilden lassen, wenn
sie in den Moduln iibereinstimmen (Figur 6c), und weiter gilt, dass die Fliche F
des Ringgebietes, gemessen in einer logarithmischen Metrik, stets grosser oder gleich
dem Modul des Gebietes, multipliziert mit 2z, ausféllt. Im engsten Zusammenhang
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mit solchen Modulbetrachtungen stehen auch die Extremalenprobleme der kon-
formen Abbildung, die eingehend durch den noch lebenden deutschen Mathematiker
GrOT1zscH studiert wurden. Das folgende Beispiel moge diese Forschungsrichtung
ndher erldutern.

Ein Bereich K, (0 <7 <|z| <1) werde konform und schlicht so auf einen end-
lichen Bereich B, abgebildet, dass |z| =7 als Ganzes in |w| = 7 iibergeht und kein
Punkt von |w| <7 Bildpunkt ist. |z| =1 entspreche die dussere Begrenzung von
B,. Diese hat von w = 0 einen Abstand 4, der grésser oder gleich dem entsprechenden
Abstand d, ausfillt, der bei derjenigen Abbildung von K, auftritt, bei welcher |z| =7
in |w]| = r iibergeht und |z| =1 in einen Halbstrahl transformiert, der nach Unend-
lich fiihrt und dessen Verlingerung den Punkt w = 0 enthilt (Figur 7).

Die quasikonforme Abbildung: Um zwei Ringgebiete, die in ihren Moduln nicht
iibereinstimmen und somit nicht konform aufeinander bezogen werden kénnen,

.ﬂ A

Figur 7

trotzdem stetig ineinander abzubilden, entwickelt man seit etwa 25 Jahren auch eine
Theorie der quasikonformen Abbildungen. Bei diesen Transformationen verzichtet
man auf die Ahnlichkeit im Kleinen und begniigt sich damit, dass ein infinitesimaler
kleiner Kreis in eine infinitesimal kleine Ellipse iibergefithrt wird. Das Achsenver-
hiltnis solcher Ellipsen - es kann fiir jeden abzubildenden Punkt anders ausfallen -
heisst Dilatationsquotient. Dieser endliche Quotient ist nach Definition stets grosser
als eins; nur bei einer konformen Abbildung wird er gleich eins. Man kann auch leicht
zeigen, dass es unendlich viele Moglichkeiten gibt, zwei Gebiete, die sich konform
oder nicht konform aufeinander beziehen lassen, quasikonform aufeinander abzu-
bilden. Diese Theorie der quasikonformen Abbildungen wurde in letzter Zeit durch
AHLFORS, GROTZSCH, LAURENTIEFF, PFLUGER und WITTICH besonders geférdert, da
diese erkannten, dass zahlreiche Probleme der eigentlichen Funktionentheorie durch
den Umweg iiber die quasikonformen Abbildungen besser zugidnglich werden. In
diesem Zusammenhang sei besonders an das Typenproblem sowie an Aufgaben aus
der neueren Nevanlinnaschen Wertverteilungslehre erinnert.

Der junge Mathematiker OswALD TEICHMULLER stellte sich auch die Frage, ob
unter den unendlich vielen, oben erwihnten quasikonformen Abbildungen von zwei
aufeinander nicht konform dquivalenten Gebieten eine Grenzfunktion existiere, bei
der das Maximum des Dilatationsquotienten moglichst klein werde. TEICHMULLER
betrachtete allerdings nicht nur Ringgebiete, sondern untersuchte eine viel allge-
meinere Klasse von Riemannschen Mannigfaltigkeiten, in denen die Ringgebiete als
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Spezialfille enthalten sind, und schrieb iiber dieses Gebiet 1938 ein umfangreiches
Buch, in welchem unter anderem auch kiihnste Vermutungen und Behauptungen
ausgesprochen sind, die bis heute noch keineswegs allgemein abgeklirt werden konn-
ten. Erst vor zwei Jahren brachte der finnische Mathematiker LARS AHLFORS weiteres
Licht in die Teichmiillerschen Probleme. Heute steht fest, dass unter bestimmten
Voraussetzungen stets eine derart geforderte Abbildung mit kleinstem Dilatations-
quotienten existiert, wobei interessanterweise bei dieser Extremalenabbildung der
Quotient fiir alle Punkte des Bereiches konstant bleibt. OswALD TEICHMULLER,
dessen Probleme die heutige Funktionentheorie noch Jahre hindurch beschiftigen
werden, ist im November 1943 im Alter von erst 30 Jahren im Krieg gefallen. Mit
ihm hat die Mathematik unserer Zeit allzu frith einen ihrer hervorragendsten Ver-
treter verloren.

Es steht uns nicht zu, die weitere mogliche Entwicklung unseres Forschungsge-
bietes zu diskutieren; doch diirfen wir mit Bestimmtheit behaupten, dass die Lehre
der konformen Abbildung auch in Zukunft als integrierender Teil der Mathematik,
sowohl in rein theoretischer wie in angewandter Richtung, neue und fruchtbare Resul-
tate zeitigen wird. Hans P. KtNzi1, Ziirich.

Ungeldste Probleme

Nr.9. Herr L. LocHER-ERNST machte wiederholt auf eine reizvolle Fragestellung
aufmerksam (Briefwechsel mit dem Unterzeichneten), welche hier vorgelegt werden
soll. Wir betrachten Geraden, die durch den Ursprung eines rechtwinkligen karte-
sischen Koordinatensystems des gewohnlichen Raumes hindurchlaufen und mit den
drei Koordinatenachsen Winkel bilden, die mit =z kommensurabel sind. Es gibt un-
endlich viele Geraden dieser Art, doch sind sie fast alle trivial in dem Sinne, als sie
in Koordinatenebenen liegen. Im Hinblick auf mannigfaltige Zusammenhidnge mit
andern geometrischen Fragen sind nur die nicht trivialen Losungen wichtig, das
heisst diejenigen Geraden der bezeichneten Art, die durch das Innere von Raum-
oktanten hindurchlaufen. Es gibt nun, wie uns Herr LoCcHER-ERNST mitteilte, genau
36 verschiedene nichttriviale Geraden mit kommensurablen Achsenwinkeln. Das Pro-
blem, dessen Losung unseres Wissens noch aussteht, geht dahin, fiir diese Behaup-
tung einen mit einfachen geometrischen Mitteln auskommenden Beweis zu finden.

Unsere Frage lisst sich in arithmetischer Einkleidung wie folgt formulieren: Man
ermittle alle Losungen «, 8 und y der Gleichung

cos?a + cos?f + cos?y =1
unter der Nebenbedingung, dass
1
a=un, f=vm, y=wn (0<u,v,w<—2—)

gilt, wobei %, v und w drei rationale Zahlen des rechts angegebenen Intervalls be-
deuten. Wenn Lésungen, die durch Permutation ineinander iibergehen, identifiziert
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