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Über mehrfache Kreislagerungen

Wir streuen m der euklidischen Ebene (abzahlbar) unendlich viele kongruente
abgeschlossene Kreisscheiben aus. Gehort em jeder Punkt zum Inneren von höchstens k
Kreisen, so sprechen wir von einer k-fachen Kreislagerung. Gehort dagegen jeder
Punkt zu wenigstens k Kreisen, so handelt es sich um eine k-fache Kreisuberdeckung.

Wir bezeichnen mit dk und Ak die (obere bzw. untere) Dichte1) einer Machen Kreis-
lagerung bzw. einer Machen Kreisuberdeckung und betrachten die obere und untere

Figur 1 Figur 2

Grenze dk sup<5Ä und Dk inf Ak der Zahlen dk bzw. Ak, erstreckt über alle
Machen Kreislagerungen bzw. Kreisuberdeckungen2). Bekanntlich gilt1)

j/12 - 0,9069 und D± -
2n

1,209.

Ferner haben wir offensichtlich

kdx^dk<k und kD^D^k.
Fejes Töth bemerkte, dass von einem gewissen Wert von k an dk> k dx und

Dk < kD1 ausfallt. Wir betrachten namhch die dichteste einfache Kreislagerung
(Figur 1) und legen eine genügend grosse Anzahl von kongruenten Kreisschichten so
aufeinander, dass die Lucken der einzelnen Schichten (Figur 2) die Ebene völlig
überdecken. Lasst sich eine solche Überdeckung durch etwa m Kreisschichten
durchfuhren, so entsteht eine (m — l)-fache Kreislagerung mit der Dichte m dx. Folglich ist
dm_1^md1. In analoger Weise sieht man die Gültigkeit der Ungleichung Dn x^nDx
von einem genügend grossen Wert von n em.

Im folgenden beschranken wir uns auf Kreislagerungen und zeigen, dass die
Ungleichung dk> kd± schon fur k 2 besteht. Genauer werden wir fur ein )edes k ^ 2

1) S L Fejes Töth, Lagerungen tn der Ebene, auf der Kugel und tm Raum (Verlag Springer, Berlin,
Gottingen und Heidelberg 1953)

2) Das Problem der Bestimmung von d^ und D^ warf Herr Professor L Fejes Töth in einer an der
Universität von Budapest im Wintersemester 1953/54 gehaltenen Vorlesung auf
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eine k-fache Kreislagerung von einer Dichte

konstruieren. Die Konstante

871

7J/T5
0,9270.

übertrifft mit mehr als 2% die Dichte dL.

Die Frage, ob unsere Konstruktion etwa für k 2 oder 3 die dichteste Kreislagerung

liefert, bleibt offen. Ebenso ist der kleinste Wert von k, für den Dk< kD±
ausfällt, noch nicht bekannt.

Figur 3

Figur 4 Figur 5

Es sei ABCD ein Rhombus von der Seitenlänge 2 mit der Diagonalen AC 7/2.
Wie eine elementare Rechnung zeigt, zerlegen die um A, B, C und D geschlagenen
Einheitskreise AC in vier Strecken der Länge 1, 1/2, 1/2, 1/2, 1 (Figur 3). Der Inhalt
von ABCD beträgt 7|/l5/8. Folglich ist die Dichte der vier Einheitskreise bezüglich
des Rhombus 8 n\l ]/l5. Natürlich besitzt das durch das Grundparallelogramm ABCD
erzeugte Einheitskreisgitter G dieselbe Dichte.

Wir verschieben G in der Richtung AC um die Strecke 1/2. Dann fallen die zweifach
bedeckten Teile des verschobenen Gitters G' eben in gewisse Lücken des ursprünglichen

Gitters G. Umgekehrt liegen die zweifach bedeckten Teile von G in gewissen
Lücken von G'. Daraus folgt, dass durch die Vereinigung der Kreise von G und G'

eine zweifache Kreislagerung von der Dichte 2 • 8 njl ^15 entsteht (Figur 4). Fügen
wir zu dieser Kreislagerung noch die Kreise desjenigen Kreisgitters G" hinzu, das von
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(/ durch dieselbe Verschiebung hervorkommt als G' von G (Figur 5), so haben wir
eine dreifache Kreislagerung von der Dichte 3 • 8 n\l |/l5 vor uns usw

Die folgende Bemerkung rührt von Fejes Töth her. Eine neue Richtung in der
Theorie der regulären Figuren versucht, die Regulantat durch irgendeine Extremal-
eigenschaft zu erfassen So smd zum Beispiel mehrere Extremaleigenschaften
verschiedener Figurengitter bekannt Die oben angegebene zweifache Kreislagerung
lasst vermuten, dass sich durch eine naturliche Extremalforderung auch em
reguläres, aber nicht gitterformiges Punktsystem charakterisieren lasst.

A. Heppes, Budapest

Kleine Mitteilungen

Verallgemeinerung eines elementaren Satzes von Laplace
Auf Laplace geht der folgende Satz der Himmelsmechanik zurück Es sei em

System von drei nicht-kolhnearen gravitierenden Massenpunkten gegeben Dann gehen
die Kräfte, die je zwei Massenpunkte auf den jeweiligen dritten ausüben, durch em und
denselben Punkt, und dieses Kraftezentrum fallt dann und nur dann mit dem
Massenmittelpunkt des Systems zusammen, wenn die Massenpunkte auf den Ecken eines
gleichseitigen Dreiecks liegen - Wir wollen hier nun zeigen, dass dieser Satz (wie so
viele Satze der Himmelsmechanik) keineswegs fur die Gravitation charakteristisch ist,
sondern fur praktisch alle Zentralkrafte gilt m der folgenden Form Es sei em System
von drei nicht-kolhnearen Massenpunkten gegeben, die wechselseitig mit Kräften
aufeinander wirken, die nur von den gegenseitigen Abstanden abhangen Dann gehen die
Kräfte, die je zwei Massenpunkte auf den dritten ausüben, sämtlich durch em und den
selben Punkt Sind überdies die Kräfte zwischen je zwei Massenpunkten streng monotone

Funktionen des Abstandes und sind sie den Massen proportional, so fallt das
Kraftezentrum dann und nur dann in den Massenmittelpunkt, wenn die Massenpunkte
auf den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks liegen

Der Beweis erfolgt sehr einfach durch Ausrechnen Es seien mx m2, ms die drei
Massen, xlt r2, t3 ihre Ortsvektoren und $tlt R2, $$3 die Kräfte, die bzw auf den ersten,
zweiten, dritten Massenpunkt einwirken Schliesslich bezeichnen wir mit Fn, F23, F31 die
Betrage der Kraft bzw zwischen dem ersten und zweiten Massenpunkt usw Dann gilt
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