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106 J. Krames: Elementargeometrischer Nachweis

Elementargeometrischer Nachweis des « gcfihrlichcn »
Drehzylinders beim riumlichen Riickwirtseinschnitt

1. Die Aufgabe, durch ein gegebenes Dreieck ABC ein Dreikant abc von gegebener
Gestalt zu legen (rdumlicher Riickwirtseinschnitt) hat bekanntlich vier Lésungen
(sofern je zwei zur Ebene von ABC symmetrische Dreikante nur einfach gezihlt
werden). Zwei der wesentlich verschiedenen Losungen kénnen auch zusammenfallen,
ndmlich, wie S. FINSTERWALDER?) als erster gezeigt hat,
genau dann, wenn der Dreikantscheitel S auf dem
«gefihrlichen Zylinder» liegt, der den ABC umschrie-
benen Kreis zum Normalschnitt hat. Einen anderen,
methodisch verbesserten Beweis dieser Tatsache lieferte
W. WUNDERLICH in einer vom Verfasser angeregten
Arbeit?). Wihrend FINSTERWALDER noch mit unend-
lich kleinen Gréssen verschiedener Ordnung operiert,
verwendet WUNDERLICH die Eigenschaften des Null-
systems, das mit einer zwangsldufigen Raumbewegung
in jedem Augenblick verbunden ist. Es fehlte aber noch

Figur 1 ein bloss auf elementare Hilfsmittel gestiitzter Nach-

weis. Diese Liicke soll hier geschlossen werden, wobei

vor allem einfache Beziehungen zwischen perspektiv liegenden kongruenten Dreiecken
zur Anwendung kommen.

2. Wir betrachten zuerst einen Kreis 2, und verdrehen ihn um einen seiner Um-
fangspunkte P durch einen beliebigen Winkel ¢ in die Lage &, (Figur 1). Darnach
geht die Drehsehne jedes Umfangspunktes 4, von £, das heisst die Verbindungsgerade
dieses Punktes mit seiner Endlage A,, durch den zweiten Schnittpunkt Z von %,
und &,. Diesbeziiglich sei bloss auf den Kreis m verwiesen, auf dem die Mitten M aller
Strecken A4, A, liegen (siehe Figur 1).

Liegt jedoch der Drehpol P weder auf dem Umfang von %, noch im Unendlichen
und wird auch von der Annahme ¢ = 4z abgesehen, dann umhiillen die Drehsehnen
A, A, eine nicht zerfallende Kurve zweiter Klasse, ndmlich jene, die P zum Brennpunkt
und m zum Scheitelkreis hat. Es gibt daher in diesem Falle nie mehr als zwei Verbin-
dungsgeraden entsprechender Punkte von %, und %,, die durch einen PunktZ gehen. Nun
bilden insbesondere drei Paare entsprechender Punkte von £, und %, zwei gleichsinnig
kongruente Dreiecke, und solche kénnen (samt ihren Umkreisen) durch eine Verdrehung
innerhalb ihrer Ebene zur Deckung gebracht werden. Daraus ergibt sich folgender

Hilfssatz®). Zwei (in derselben Ebene befindliche) gleichsinnig kongruente Dreiecke
A;B,C, und A,B,C,, deren Seiten nicht paarweise parallel sind (Figur 2), liegen dann

1) S. FINSTERWALDER, Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie, Jber. dtsch. Math.Ver. 6
1-44 (1899).

3) W. WunprrLicH, Uber den «gefihrlichen» Rickwdrtseinschnitt, Jber. dtsch. Math.Ver. 53, 41-48
(1943).

3) Wie unschwer nachzuweisen ist, gilt dieser Satz auch fiir gleichsinnig dhnliche Dreiecke, wobei der
Drebpol P durch das Zentrum der Drehstreckung zu ersetzen ist, die 4,B,C, in 4,B,C, iberfiihrt. Wir
kommen hierauf in einem anderen Zusammenhang noch zuriick.
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und nur dann perspektiv, wenn sie durch eine Verdrehung um einen Schwittpunkt P
threr Umkreise ky und Ry ineinander iibergehen. Das Perspektivititszentrum deckt sich
daber mit dem zweiten Schnittpunkt Z von ky, und ky, ferner sind die Winkel zwischen den
Perspektivititsstrahlen A,Ay, BiB,, C,C, in dieser zyklischen Reihenfolge gleich den bes
den Ecken Cy (oder C,), A(Ay) baw. By(B,) auftretenden Dreieckswinkeln y, o, B (siche
Figur 2).

3. Wir bezeichnen nunmehr mit P und ¢ den Pol und den Winkel der Verdrehung,
die irgendein Dreieck A4,B,C, innerhalb seiner Ebene in ein gleichsinnig kongruentes

Dreieck 4,B,C, tiberfiihrt. Je zwei entsprechende Dreieckseiten sind sodann von P
gleich weit entfernt und gegeneinander unter dem Winkel ¢ geneigt (vgl. Figur 2).
Die Schnittpunkte D, E, F zugeordneter Dreiecksseiten werden daher auch erhalten,
wenn man aus P auf die Seiten von A4,B,C, die Lote fillt, diese um P durch den
Winkel ¢/2 verdreht und hierauf mit den betreffenden Dreieckseiten zum Schnitt
bringt. Diese drei Punkte D, E, F liegen aber (nach DESARGUES) auf einer Geraden p,
sobald die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken 4,4,, B;B,, C;C, durch ein
Zentrum Z gehen. Nach obigem folgt hieraus zunichst, wenn man bloss auf das
erstgenannte Dreieck achtet, der schon PONCELET bekannte?)

Satz. Gegeben sei ein Dreteck ABC mit seinem Umkreis k; fallt man aus einem
beliebigen Umfangspunkt P von k auf die Dreieckseiten die Lote und wunterwirft man
diese einer Verdrehung wm P durch irgendeinen Winkel vy, so liegen die Schnittpunkte
der drei gedrehten Lote mit den zugeordneten Dreieckseiten immer auf einer Geraden p
(siehe Figur 2, wo jetzt ¢/2 durch y zu ersetzen ist).

1) Wegen der sehr umfangreichen Literatur zur Dreiecksgeometrie sei bloss auf G. BErRkuAN und W.F.
MevER, Enzykl. math. Wiss. III A B 10, verwiesen. Obige Ausfiihrungen sind einer Vorlesung iiber
«geometrische Grundlagen der Photogrammetrie» entnommen, die der Verfasser vor kurzem an der
Technischen Hochschule Wien gehalten hat.
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Fiir den Sonderfall ¢ = 0 ergibt sich damit auf sehr einfache Weise der bekannte
Satz von WALLACE?). Die Wallacesche Gerade w erscheint in diesem Zusammenhang als
Perspektivititsachse zweier zusammengeriickter Dreiecke.

4. Um von der perspektiven lLage zweier kongruenter Dreiecke A4,B,C; und
A,B,C,, wie sie obigem Hilfssatz entspricht, zu einer rdumlichen perspektiven Lage
zu gelangen, werde zum Beispiel 4,B,C, um die Perspektivitidtsachse p aus der
Ebene ¢ von A,B,C, herausgedreht. Lisst man dabei den Winkel w zwischen ¢,
und der Ebene ¢ von A4,B,C, alle moglichen Werte annehmen, dann beschreibt das
Zentrum S der rdumlichen Kollineation bekanntlich den Kreis s, dessen Ebene zu
normal ist und dessen Mitte auf der Verschwindungsgeraden v, der Ebene ¢, liegt.
Dieser Kreis ist samt den beiden Dreiecken in Figur 2a im Seitenriss auf eine zu p
normale Bildebene dargestellt. Das rdumliche Perspektivititszentrum S ist mithin
eindeutig bestimmt, sobald neben A4,B,C, noch der Drehpol P auf dem Umkreis
dieses Dreiecks und die Verdrehungswinkel ¢, @ gegeben sind. Fiir ¢ =0, w # 0 ist
S insbesondere ein Fernpunkt.

Umgekehrt lassen sich zwei rdumlich perspektiv liegende kongruente Dreiecke
immer durch eine Verdrehung ihrer Ebenen ¢, und ¢ um deren Schnittgerade 4 in
die besondere Lage des Hilfssatzes bringen. Dabei ist nur darauf zu achten, dass diese
Dreiecke nach der Vereinigung der Ebenen gleichen Umlaufsinn aufweisen. Andern-
falls ergeben sich in ¢, = ¢, zwei ungleichsinnig kongruente perspektive Dreiecke; auf
solche ist jedoch unser Hilfssatz zur Génze nicht anwendbar.

5. Zur Loésung der eingangs erwihnten Aufgabe kann man auch das Dreikant abc
festhalten und mit einer Ebene derart schneiden, dass die Schnittfigur zum gegebenen
Dreieck ABC kongruent wird. Dies ist ebenfalls auf vier wesentlich verschiedene
Arten moglich. Zwischen je zwei derartigen ebenen Schnitten besteht der soeben
erlduterte Zusammenhang. .

Im besonderen riicken zwei dieser Schnittdreiecke 4,B,C, und 4,B,C, zusammen,
wenn sowohl der Winkel w zwischen ihren Ebenen als auch der Winkel ¢ der Ver-
drehung um den Pol P gegen Null konvergiert. Bei diesem Grenziibergang geht der
Umbkreis %, von A4,B,C, in den Umkreis 2, von A4,B,C, iiber, ferner das Zentrum Z
in den Gegenpunkt G von P auf %,. Da iiberdies die Gegenachse v; von ¢, fiir ¢ >0
zur Ferngeraden von ¢, wird, degeneriert der Kreis s nunmehr in die durch G gelegte
Normale g zu ¢,. Das rdumliche Perspektivitidtszentrum S erhilt somit eine Grenzlage,
die dieser Geraden g angehort und durch den Grenzwert des Quotienten ¢: w eindeutig
bestimmt ist. Da ¢ und w unabhingig voneinander sind, kann S in jeden beliebigen
Punkt von g fallen. Ferner kann der Pol P ebenso wie sein Gegenpunkt G jede belie-
bige Lage auf %, einnehmen, so dass alle moglichen Geraden g den Zylinder mit dem
Normalschnitt %, bilden. '

Damit ist tn der Tat bewtesen, dass die rdumlichen Perspektivititszentren S aller
Paare kongruenter und perspektiver Dreiecke, die im gegebenen Dreieck ABC zusammen-
gertickt sind, den Mantel des Drehzylinders erfiillen, der durch A, B, C geht und dessen
Erzeugenden zur Ebene dieses Dretecks normal sind. Joser KrRAMES, Wien.

1) Siehe Fussnote auf Seite 107.
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