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40 F.HoueNBERG: Ein einfacher Beweis des Satzes von Pohlke

Wihrend jeder gewohnliche Evolutoidenpunkt als Zentrum einer logarithmischen
Kriimmungsspirale vom Schnittwinkel — o« angesehen werden kann, welche die
Grundkurve % dreipunktig beriihrt, ist jede Evolutoidenspitze Zentrum einer vier-
punktig beriihrenden Spirale. Riicken schliesslich zwei Spitzen zusammen (zu einem
dreifachen Punkt mit vereinigten Tangenten), so wird die Schrniegspirale sogar eine
funfpunktig berithrende: Im vorliegenden Fall kann dies aus Symmetriegriinden nur
fir w = +x/4 und + 3 /4 eintreten, also gemiss (8) fiir tgo. = 42 a /3 (a2 — b3,
Auf diese Weise ergibt sich iibrigens eine direkte Losung der seinerzeit von R. BEREIS
gestellten Aufgabe, jene logarithmischen Spiralen zu finden, die eine vorgelegte
Ellipse zum (fiinfpunktig berithrenden) Schmiegkegelschnitt haben?).

Abschliessend sei erwiahnt, dass sich fiir die Evolutoiden der Parabel rationale
Kurven 3. Klasse und 3. Ordnung ergeben, namlich affine semikubische Parabeln.

W. WuNDERLICH, Wien.

Ein einfacher Beweis des Satzes von Pohlke?)

Man kann das Verfahren der schiefen Axonometrie als das Auftragen von Koor-
dinaten in einem frei gewdhlten ebenen Dreibein erkldren. Dann folgt planimetrisch,
dass eine allgemeine ebene Figur affin verzerrt erscheint. Alle Lagenbeziehungen,
ebenso jene Massbeziehungen, in denen die Linge der rdumlichen Einheitsstrecke
nicht benétigt wird, lassen sich konstruktiv behandeln, ohne dass man die Eigen-
schaft beniitzt, dass das schiefaxonometrische Bild ein Schrigriss (eine Parallel-
projektion) ist. Diese Eigenschaft wird bekanntlich im Satz von POHLKE ausgedriickt.
Fiir diesen Satz und die Konstruktion des Kugelumrisses, der Sehstrahlrichtung und
des rdaumlichen Dreibeins wird hier eine elementare Herleitung gegeben. Es werden
zwei Hilfssdtze verwendet: ‘

1. Jedes frontalaxonometrische Bild ist ein Schrégriss. Ist ein ebenes Dreibein
UgAeByCo mit UyBy= U,C, und <t ByU,C, = 90° gegeben, so kann. ein raumliches
Dreibein UABC und eine Sehstrahlrichtung s sofort angegeben werden: U = U,,
B=B,, C = C,; UA steht auf der Bildebene normal und hat die Linge U,B,; s ist
die Richtung von 4 nach 4,.

2. In der Ebene n seien im Innern eines Kreises ¢ mit der Mitte U die Punkte P
und Q gegeben. v -sei die Kugel um U durch c¢. Die Normalen zu & durch P und Q
mogen y in P,, P, bzw. Q,, Q, schneiden. Die Grosskreise von y durch P, Q, bzw.
P,, Qg erscheinen im Normalriss auf x als eine Ellipse durch P und Q, die ¢ in dia-
metralen Punkten beriihrt. Die Grosskreise durch P,, Q, bzw. P,, Q, erscheinen eben-
falls als eine solche Ellipse. Bei der einen Ellipse werden P und Q durch die Beriih-
rungspunkte mit ¢ getrennt, bei der anderen nicht. Umgekehrt kann man jede Ellipse,
die ¢ von innen in diametralen Punkten beriihrt, als Normalriss zweier symmetrisch
zu 7 liegenden reellen Grosskreise von y auffassen. Ubt man auf ¢, P, Q noch eine
Affinitdt aus, so folgt:

1) Aufgabe 159, El. Math. 7, 92 (1952); Auflésung ebenda &, 91 (1953).
%) Vom Verfasser erscheint demnéchst ein Buch Konstruktive Geometrie fir Techniker (Springer -Verlag,
Wien).
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Es gibt zwei Ellipsen, die eine gegebene Ellipse in diametralen Punkten beriihren
und durch zwei gegebene Punkte im Innern gehen. Bei der einen Ellipse werden die
gegebenen Punkte durch die Berithrungspunkte getrennt, bei der anderen nicht.

Ein allgemeines schiefaxonometrisches Bild sei nun durch das Bild des Einheits-
wiirfels gegeben (Figur 1). U* sei das Bild der unsichtbaren Wiirfelecke U; UA, UB,
UC seien Wiirfelkanten. Die Einheitskugel » (Mitte U, Radius UA = UB = UC)
schneidet die Koordinatenebenen in Kreisen, die als Ellipsen a®, b°, ¢® erscheinen.
Figur 1 zeigt den ersten Oktanten von %, B* und C° sind Endpunkte konjugierter
Durchmesser von a° usw.

Figur 1

Die Schnittkreise 2 von » mit den zu [y 2] parallelen Ebenen erscheinen als Ellipsen
k* (Mitte M* auf x°, Endpunkte D°® und E° konjugierter Durchmesser auf c® bzw. b°).
Der gesuchte scheinbare Umriss #° von x ist offenbar die Einhiillende aller £° in der
Bildebene z.

Um #° zu bestimmen, iiben wir auf alle 2° eine perspektive Affinitdt aus; z° sei
Affinitdtsachse, B® gehe in einen Punkt B, iiber, der aus C°= C, durch Vierteldre-
hung um U* = U, entsteht. 4°, D¢, E*, b°, ¢® gehen dann in A, Dy, E,, by, c, iiber,
und jedem %° entspricht ein Kreis k,. Der Hiillkurve #° entspricht die Hiillkurve #,
aller k,. Nach Hilfssatz 1 ist das durch Uy4,B,C, bestimmte frontalaxonometrische
Bild ein Schrigriss. Die Kreise k, sind die frontalaxonometrischen Bilder der Parallel-
kreise der Einheitskugel. Der Umriss #, der Einheitskugel in diesem Schrigriss ist
jene Ellipse, fiir die U, Mitte, A, ein Brennpunkt und U,B, die Linge der halben
Nebenachse ist. Aus #, ergibt sich durch die Affinitit k,—> %° eine Ellipse #* als
schiefaxonometrischer Umriss von %. Den Beriihrungspunkten von ¢y mit %, entspre-
chen die Berithrungspunkte von ¢® mit #°. 4 und B liegen auf dem sichtbaren Bogen
von ¢.

#* habe die Brennpunkte F, und F,. Wir errichten die Kugel % iiber dem Neben-
scheitelkreis von #° (Seitenriss in Figur 1). H sei der vor z liegende Endpunkt des zu n
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normalen Durchmessers von #. s; sei die Richtung von H nach F (in Pfeilrichtung
orientiert!) und », die dazu normale Ebene durch U°. % hat fiir die Sehstrahlrichtung
s, den scheinbaren Umriss #° in 7z, der wahre Umriss liegt in »,. Durch 4° und B*
werden die zu s, parallelen Geraden gelegt und mit der in Richtung s, sichtbaren
Hilfte von % in A und B geschnitten. Der durch A und B gelegte Grosskreis von %
liefert bei Projektion in Richtung s, eine Ellipse in n, die durch 4° und B® geht und
»® in diametralen Puknten beriihrt, wobei 4° und B® von den Berithrungspunkten
nicht getrennt werden. Diese Ellipse ist nach Hilfssatz 2 eindeutig bestimmt und ist
daher mit ¢* identisch. ¢* und der Grosskreis durch A und B sind durch die Seh-
strahlen affin aufeinander bezogen, und da 4° und B° Endpunkte konjugierter
Durchmesser von ¢* sind, sind U4 und U* B zwei zueinander normale Radien von %1).

Diese mit ¢ durchgefithrte Konstruktion lisst sich fiir 2° und 4° wiederholen. Man
erhilt so zur Sehstrahlrichtung s, drei Punkte A, B, C auf %, die mit U* ein rium-
liches orthogonales Dreibein bilden. Daher ist % eine mogliche Lage der gesuch-
ten Einheitskugel und U, 4, B, C eine mogliche Lage des gesuchten riumlichen
Dreibeins UABC. Andere Lagen gehen daraus durch Parallelverschiebung in Rich-
tung s; hervor. Dreht man diese Dreibeine um die Nebenachse von #°, bis s, in die
Richtung s, ||[HF,] gelangt, so erhdlt man die zur Sehstrahlrichtung s, gehorigen
Dreibeine. Sie sind mit den friiheren gleichsinnig kongruent. Als Liange der Einheits-
strecke im Raum ergibt sich beide Male die Linge der halben Nebenachse von #°.

Ist statt U die Gegenecke von U unsichtbar (Untersicht statt Obersicht), so ergeben
sich zur Sehstrahlrichtung s; Achsenkreuze, die zu den vorher gefundenen beziiglich
v, spiegelbildlich liegen; analog fiir s,.

In gleicher Weise ldsst sich der Satz von POHLKE in dem (praktisch uninteressanten)
Sonderfall beweisen, dass zum Beispiel U*, B®, C* auf einer Geraden liegen. A4°
liegt dann auf #°, 4 in », bzw. »,; die Projektion des Grosskreises durch 4 und B
beriihrt #° in A° und im diametralen Punkt und geht durch B?, sie ist daher ¢°.

Fritz HOHENBERG, Graz.

Ungeloste Probleme

Nr. 4. Unter der Linge eines konvexen Rotationskorpers verstehen wir die Aus-
dehnung des Kérpers in Richtung der Achse, also den Abstand der beiden auf der
Achse liegenden Pole.

Herr H.BIERI (Bern) hat verschiedene Extremalprobleme gelost, die sich auf
derartige Rotationskorper mit fest vorgeschriebener Linge beziehen. Bis heute offen-
geblieben sind aber beispielsweise die beiden folgenden Fragen: Welcher konvexe
Rotationskérper vorgeschriebener Linge hat bei gegebenem Integral der mittleren

1) Man konnte auch auf Hilfssatz 2 verzichten und so schliessen: Durch #° geht ein Sehstrahlenzylinder
{,, der x langs eines Kreises k in », beriihrt; durch ¢® geht ein Sehstrahlenzylinder {,, der (,, lings
zweier Erzeugenden beriihrt. {, beriihrt % in den beiden Schnittpunkten dieser Erzeugenden mit k, daher
zerfillt die Schnittkurve von {, mit x in zwei Kreise auf x. c sei einer dieser Kreise, 4 und B seien die
Schnittpunkte von ¢ mit den Sehstrahlen durch 4% und BS. Die ebenen Schnitte ¢ und ¢® von {, sind
affin aufeinander bezogen, daher sind 4 und B Endpunkte zueinander normaler Durchmesser von c.
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