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Wegen der Kongruenz der Streifen kann man jeden Streifen auf jede Kegelzone des
Modells aufbiegen. Beim Grenzprozess ¢ - 0 folgt hieraus, dass eine Pseudosphire so
in sich verbogen werden kann, dass die Breitenkreise wieder in Breitenkreise iiber-
gehen; alle Punkte der Pseudosphire sind daher beziiglich der Metrik auf der Flache

Figur 18a Figur18b

miteinander gleichwertig, die Pseudosphire hat also konstantes (und zwar negatives)
Kriimmungsmass.

Die entsprechenden Schrauben-Streifenmodelle liefern beim Grenzprozess ¢ > 0
Schraubenflichen konstanten negativen Krilmmungsmasses. = R.SAUER, Miinchen.

Quelques propriétés de la configuration complémentaire
de Desargues

Soit C; une configuration de DESARGUES (10, 10;) formée par les 10 points

12, ..., 45 et par les 10 droites 123, ..., 345, les points 7, j &, k¢ étant sur la droite
1 1 k (Figure 1). Cette configuration engendre une configuration C, (15,, 10;) déter-
minée par les mémes 10 droites 123, ..., 345 et par les 15 points d’intersection qui
ne font pas partie de la configuration C; (Figure 2). Tout point est sur deux droites,
toute droite contient trois points. Cette configuration C, jouit de propriétés dont les
suivantes, a notre connaissance, sont encore inédites.

1° C, contient seulement des polygones a 5, 6, 8 et 9 cités. Désignons par A4, ..., 4,
Ay +1= 41 un de ces polygones.

Soit A;; le troisitme point de la configuration situé sur 4;4;. Soit encore
B(i,7 41,4 + 2) le point d’intersection de (4;, 4,,,) et de (4;, 11, 4it1y i49)-
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2° Dans un pentagone A, ..., Ay, les points B(1, 2, 3), B(3,4,5) et A, sont sur une
drotte, de méme que les points B(2, 3,4), B4, 5, 1), 4,,, etc. (Figure 3).

3° Dans un hexagone A, ..., A, les points B(1,2, 3), B(3,4,5), B(5,6,1) sont sur
une droite, de méme que les points B(2, 3,4), B(4,5,6), B(6, 1, 2) (Figure 4).
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4° Dans un octogone A,, ..., Ag, les droites B(1,2,3) —B(3,4,5), B(56,7)
--B(7,8,1) et A, — A se coupent en un point (Figure 5), de méme que les droites

B(2,3,4) — B(4,5,6), B(6,7,8) — B(8,1,2) et A4,
B(3,4,5) — B(5,6,7), B(7,8,1) — B(1,2,3) et Az4,,
B(4,5,6) — B(6,7,8), B(8,1,2) — B(2,3,4) et A A,.

5° Dans un ennéagone A, ..., Ay, la droite B(1,2,3) — B(3,4,5) coupe 4,4; en
X5, la droite B(5,6,7) — B(7, 8,9) coupe A; 4, en Yyq. Les point Xy5, Vs et Ay, sont
sur une droite, de méme pour toute permutation cyclique (Figure 6).

(Toutes ces propriétés peuvent évidemment s'énoncer directement dans la confi-
guration de DESARGUES).
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Si, tenant compte de ces propriétés d’incidence, on applique plusieurs fois le
théoréme de MENELAOS aux triangles adéquats, on trouve sans peine la proprieté
générale suivante:

6° Pour tout pentagone (A,, ..., A;) compris dans la configuration Cy, on a la relation

A—;{m A;gza 1‘1;2-51 = —Ay4, Amzdazs v A—sl*Aﬁl'

7° Pour tout polygone (A, ..., A, Ar1= A1) compris dans la configuration Cy, on
a la relation

Ards s A Ay s Aydy = (F1)* Ay 545 Ay 5 Ay Ay, 4y

Pour simplifier les explications, représentons la configuration C, par le schéma sui-
vant: Les droites 1, ..., 9, 0 forment deux pentagones (1,...,5) et (6,...,0) dont les
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10 sommets 12, ..., 45, 67, ..., 90 font partie de C,, les cinq derniers points étant 10,
28, 36, 49, 57. C, contient 12 pentagones:

Py(12345). P,p5(12360), P,,(23498), P,,5(34576), Pys,(45109), P, ,(51287),
P,,(12890), P,y(23678), P,,(34906), Py;(45789), P,;(51067), P,(67890).

Il est possible d’orienter la configuration de fagon que les pentagones deviennent
des cycles. On a alors des relations simples:

Fy=Pigg+ Py + Py = By + Ppgy + Py = -+,
P12P12+P23WP123: 23+P34“—P234’:...’
P, =2 By — (Pyg3 + Pygy + Pyys + P51 + Pypo)-

On peut donc considérer les 6 cycles Py, P, ..., P55 comme cycles de base.
8° Tout cycle polygonal est une combinaison linéaire de ces cycles.
Désignons par f la fonction
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9° St les cycles P, B,, P; de fonctions [, f,, |5 sont tels que P,= P,+ P, alors

f1=fzf3-

Désignons enfin par {2}, ..., {9} les propriétés 2...9.

{@>{6} {o}+{8 +{9}>{7}>{3}. {4} {5}-

11 suffit donc de démontrer la propriété {2} pour que, grice aux propriétés {8} et
{9}, toutes les autres soient valables. Comme la démonstration analytique de {2} est
simple, mais assez longue, nous ne I'imposerons pas au lecteur, les propriétés et leur
enchainement nous semblant seuls présenter quelque intérét.

Soit ¢ P;; un polynome (orienté) semblable & P;; dans le rapport linéaire ¢ (orien-
tation opposée pour ¢ négatif). Désignons par (# v w) le segment (orienté) (u v) — (v w)
coupé sur la droite v par les droites # et w.

P, co

10° I1 existe un et un seul systéme de nombres a,, ..

Figure 7

., @ tels que les cotés des polygones

a, Py, ay Py, a3 Py, a, Py, a5 Py, Py, paralléles a chacune des dix droites de la
configuration, atent une somme algébrique nulle (Figures 7 et 8).
Ceci revient & montrer que les 10 relations suivantes ont une et une seule solution:

[y
e

= - A - A B



30 J.-P. SypLER: Quelques propriétés de la configuration complémentaire
Or on vérifiera que les déterminants des relations 1—5 et des relations
1-2-3:4.6-¢ (¢t=7—10)

s’annulent & cause de la propriété (6). La solution (unique) des relations 1—4.6
donnera la solution cherchée.

La propriété subsistera pour 6 polygones qui s’expriment réguliérement en fonction
des six polygones de base B, P;;. On aura donc l'énoncé suivant:

Etant donnés six polygones généraux quelconques d’une configuration complémentaire
de DESARGUES, on peut trouver d'une et d'une seule fagon (@ I'échelle prés) six polygones
convenablement orientés et semblables aux polygones donnés, tels que tous les cotés paral-
léles atent une somme nulle.

Figure 8

Si 'on représente chacun des polygones d’une configuration complémentaire de
DESARGUES par un vecteur lié a 'origine d’un espace a dix dimensions, la compo-
sante ¢ étant la longueur du c6té paralléle a la ¢° droite de la configuration, on a:

11° Les vecteurs qus représentent les polygones d'une configuration complémentaire de
DESARGUES sont tous dans un espace @ cing dimensions. 5

En effet, la propriété précédente peut alors s’écrire: ~p1- 2 a; Pir 111; Dy est

dans I'espace déterminé par les vecteurs p;,;,,; enfin tout polygone s’exprime en
fonction de p, et p,;, ce qui démontre cette propriété.

La propriété plane 10 permet de déduire une propriété dans ’espace qui présente
quelque intérét.

Menons par un point quelconque S dix plans 0, 1, ..., 9 tels que: 1 soit orthogonal
a2;2a3;344;44a5;5a1; menons 0 perpendiculaire a 1; 6 perpendiculaire a 0
et3;7a6et5 8a7et2;9a8et4. Quel que soit 6, 9 est aussi perpendiculaire a 0.
En effet, les normales menées par S coupent un plan 7z quelconque selon une configu-
ration de DESARGUES: Py, P,, ..., F,. Les traces des 10 plans et les traces des arétes
portant un diedre droit forment dans ce plan # une configuration complémentaire de
DEsARGUES (Figure 7), configuration particuliére qui est aussi antipolaire de la confi-
guration de base par rapport & la projection de S. Choisissons six pentagones quel-
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conques, par exemple (67890), (67823), (78945), (89012), (90634), (06751), et déter-
minons les nombres a,, 4,, ..., a; définis en 10 (Figure 8). Si P(¢ j k! m) désigne le
polyédre de sommet S, de base 7, formé par les plans 7, 7, &, [, m, le polyédre

P~ ay P(67890) -+ a, P(67823) + a, P(78945) + a5 P(89012)
+ a, P(90634) + a5 P(06751)

jouit de propriétés remarquables au point de vue de 1'équivalence des polyédres.
Les diédres d’arétes obliques sont tous droits. Les arétes horizontales ont une longueur
algébrique nulle, c’est-a-dire que la longueur des arétes qui portent un diédre o est
égale a la longueur des arétes qui portent un diédre 7 — . Ce polyédre vérifie ainsi
les conditions de DEHN pour 1'équivalence de fagon presque triviale. Nous pouvons
montrer d’autre part que tout polyédre qui vérifie ces conditions est réductible a un
polyédre n’ayant que des diédres droits et des sommets d’oll ne partent que 5
arétes au plus. Le polyédre P est I’exemple le plus simple d'un polyédre vérifiant
les conditions de DEHN et présentant les caractéres les plus généraux qu'il faille
considérer. A cause de la liberté du choix des plans 5,2 et 0, il vérifie méme toutes les
conditions nécessaires et suffisantes qui nous soient connues. Par contre, nous ne
savons pas si P est effectivement équivalent a un cube. Ce polyédre résume donc en
quelque sorte 'état actuel de la recherche de 1’équivalence des polyédres. Si I'on
peut montrer qu’il est équivalent & un cube, on trouvera peut-étre la démonstration
du cas général. S’il ne l'est pas, on établira de nouvelles conditions nécessaires qui
seront probablement aussi suffisantes. Tel est le probléme. J.-P.SYDLER, Zurich.

Uber die Evolutoiden der Ellipse

Verdreht man in der Ebene simtliche Tangenten einer gegebenen Kurve 2 um ihre
Berithrungspunkte um den gleichen Winkel «, so erhilt man im Hiillgebilde der Neu-
lagen fiir « = /2 die Evolute, fiir a + /2 eine «Evolutoide» von k. Fiir die durch
kontinuierliches Anwachsen des Drehwinkels « von 0 bis z iiber die Evolutoiden als
Zwischenstadien bewirkte Umorientierung einer Kurve % hat L. LoCHER-ERNST kiirz-
lich das Beispiel der Ellipse herangezogen?!). Deren am afigefithrten Ort durch hiibsche
Figuren wiedergegebene Evolutoiden erwecken den Eindruck, zwes schiefe Symmetrien
zu besitzen. Da es sich dabei keineswegs um eine einfache Folge der Symmetrieeigen-
schaften der Ausgangskurve handeln kann, soll diese Vermutung hier auf analyti-
schem Wege nachgepriift werden; es wird sich dabei auch ein bisher anscheinend
nicht bemerkter Zusammenhang der Ellipsenevolutoiden mit einer sehr bekannten
Kurvenfamilie ergeben.

Wir gehen von der iiblichen Parameterdarstellung der Ellipse in kartesischen

Normalkoordinaten aus: _
X =acosw, Yy=>bsnw. (1)

1) L.LocuERr-ERNst, Nattirliche Umformung einer Kurve in thre Evolute. El. Math. 8, 7375 (1958).
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