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32 J.-P. Sydler: Quelques proprietes de la configuration complementaire

Wegen der Kongruenz der Streifen kann man jeden Streifen auf jede Kegelzone des

Modells aufbiegen. Beim Grenzprozess e -> 0 folgt hieraus, dass eine Pseudosphäre so

in sich verbogen werden kann, dass die Breitenkreise wieder in Breitenkreise
übergehen; alle Punkte der Pseudosphäre sind daher bezüglich der Metrik auf der Fläche

Figur 18 a Figur 18 &

miteinander gleichwertig, die Pseudosphäre hat also konstantes (und zwar negatives)
Krümmungsmass.

Die entsprechenden Schrauben-Streifenmodelle liefern beim Grenzprozess e -> 0

Schraubenflächen konstanten negativen Krummungsmasses. R. Sauer, München.

Quelques proprietes de la configuration complementaire
de Desargues

Soit Cx une configuration de Desargues (103,103) formee par les 10 points
12,..., 45 et par les 10 droites 123,..., 345, les points i j, j k, k i 6tant sur la droite

ijk (Figure 1). Cette configuration engendre une configuration C2 (152, 103)
determinee par les meines 10 droites 123, 345 et par les 15 points d'intersection qui
ne fönt pas partie de la configuration Cx (Figure 2). Tout point est sur deux droites,
toute droite contient trois points. Cette configuration C2 jouit de proprietes dont les
suivantes, ä notre connaissance, sont encore inedites.

1° C2 contient seulement des polygones ä 5,6,8 et 9 cötes. Designons par Alt Ak)
Ak+t s= Ax un de ces polygones.

Soit A4i le troisieme point de la configuration situe sur AtAj. Soit encore
B{i, i + 1, i -f 2) le point d'intersection de {Ait At + ^ et de {Ait i+l, Ai+l, t+2).



J -P Sydllr Quelques proprietes de la configuration complementaire 33

2° Dans un pentagone Ax A5, les points B(l, 2, 3), 5(3, 4, 5) et AbX sont sur une
droite, de meme que les points B(2, 3, 4), 5(4, 5,1), A12, etc. (Figure 3).

3° Dans un hexagone Ax, Ae, les points B(l, 2, 3), 5(3,4, 5), B(5,6,1) sont sur
une droite, de meme que les points B(2, 3, 4), B(4,5, 6), B(6,1, 2) (Figure 4).
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4° Dans un octogone Alt AB, les droites B(l, 2, 3) — B(3, 4, 5), B(5, 6, 7)

- B(7, 8,1) et Ax — A5 se coupent en un pomt (Figure 5), de meme que les droites

5(2,3,4) - 5(4,5,6), 5(6, 7, 8) - 5(8,1, 2) et A2A9,

5(3,4,5)-5(5,6,7), 5(7, 8,1) - 5(1, 2, 3) et AZA7,

5(4,5,6)-5(6, 7, 8), 5(8,1, 2) - 5(2, 3,4) et A^A8.

5° Dans un enneagone Alt..., A9, la droite 5(1,2, 3) - 5(3,4,5) coupe AtAs en

Xu, la droite 5(5,6,7) - 5(7,8,9) coupe A5A9 en Ym. Les point Xu, Ym et Alt9 sont

sur une droite, de meme pour toute permutation cychque (Figure 6).

(Toutes ces proprietes peuvent evidemment s'enoncer directement dans la
configuration de Desargues).
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Si, tenant compte de ces proprietes d'mcidence, on apphque plusieurs fois le

theoreme de Mänelaos aux triangles adequats, on trouve sans peine la propriete
generale suivante

6° Pour tout pentagone (Ax, Ab) compns dans la configurationC2,on a la relation

A\AX2 A2A23 A5A5X- -A12A2 A2BA3 • A5XAX

7° Pour tout polygone (Ax, Ak, Ak^_x Ax) compns dans la configuration C2, on
a la relahon

AiAx>2 A2A23 AkAktl — (—1) A1>2A2 A2tZAs... AkxAx.

Pour simphfier les exphcations, representons la configuration C2 par le Schema
suivant Les droites 1,..., 9, 0 forment deux pentagones (1, 5) et (6,..., 0) dont les
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10 sommets 12,..., 45, 67,..., 90 fönt partie de C2, les cmq dermers points etant 10,

28,36,49,57. C2 contient 12 pentagones

P0(12345). P123(12360), P234(23498), P345(34576), P451(45109), P512(51287),

P12(12890), P23(23678), P34(34906), P45(45789), P51(51067), Px(67890).

II est possible d'orienter la configuration de facon que les pentagones deviennent
des cycles. On a alors des relations simples

P0 P123 -f- P345 4- P5i P234 4- P451 4- Pi2 >

P\ — P12 H~ P23 ~~ Pis : P23 H~ P34 ~ P234 ~

P\ — 2 PQ (P123 4 P234 + -* 345 + P451 ~f~ *fi512/

On peut donc consid6rer les 6 cycles P0, P123, P512 comme cycles de base.
8° Tout cycle polygonal est une combinaison liniaire de ces cycles.

Designons par / la fonction
^1^12 AkAktX

AnA2 Ajc,iAx
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9° Si les cycles Px, P2, P3 de fonctions fx, f2, /3 sont tels que Px — P24-P3, alors

/i=/t/.-
Designons enfm par {2}, {9} les proprietes 2 9.

{2} + {6}, {6} + {8} +{9} + {7} + {3}, {4}, {5}.

II suffit donc de demontrer la propriete {2} pour que, grace aux proprietes {8} et
{9}, toutes les autres soient valables. Comme la demonstration analytique de {2} est

simple, mais assez longue, nous ne l'imposerons pas au lecteur, les proprietes et leur
enchainement nous semblant seuls presenter quelque mteret.

Soit t Ptj un polynome (oriente) semblable ä P%
3 dans le rapport lineaire t (onen-

tation opposee pour t negatif). Designons par (u v w) le segment (oriente) (u v) — (v w)

coupe sur la droite v par les droites u et w.

Pt, 15 %

Figure 7
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10° II existe un et un seul Systeme de nombres ax, ...,a5 tels que les cötes des polygones
axPJ2, a2P23, a3PM, ct^P^, a5P5X, Px, paralleles ä chacune des dix droites de la
configuration, aient une somme algebrique nulle (Figures 7 et 8).

Ceci revient ä montrer que les 10 relations suivantes ont une et une seule Solution:

1. (012)a14-(510)a5 0,

2. (128)a14-(823)a2 0,

3. (236)a24-(634)a3 0,

4. (349)a3+(945)a4 0,

5. (457)a44-(751)a5 0,

6. (067) + (367) a2 4- (063) a3 4- (067) a5 0,

7. (678) 4- (678) a2 4- (578) a4 4- (675) a5 - 0,

8. (789) 4- (289) ax 4- (782) a2 + (789) a4 0,

9. (890) + (890) ax + (490) a3 + (894) a4 0,

10. (906) -h(901) ax4- (906) az 4- (601) a5 0.
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Or on venfiera que les determinants des relations 1—5 et des relations

12 3 4 6 /(l 7-10)

s'annulent ä cause de la propriete (6) La Solution (unique) des relations 1—4 6

donnera la Solution cherchee
La propriete subsistera pour 6 polygones qui s'expnment reguherement en fonction

des six polygones de base Px, Pt3. On aura donc l'enonce suivant
Etant donnes six polygones generaux quelconques d'une configuration complementaire

de Desargues, on peut trouver d'une et d'une seule facon (ä l'echelle pres) six polygones
convenablement Orientes et semblables aux polygones donnes, tels que tous les cötes paral
Ules aient une somme nulle
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Figure 8

Si Ton represente chacun des polygones d'une configuration complementaire de

Desargues par un vecteur he ä l'ongine d'un espace ä dix dimensions, la compo-
sante t etant la longueur du cöte parallele ä la te droite de la configuration, on a

11° Les vecteurs qm representent les polygones d'une configuration complementaire de

Desargues sont tous dans un espace ä cinq dimensions r>

En effet, la propriete preeedente peut alors s'ecnre —px= £at pt, t ^l, px est

dans l'espace determme par les vecteurs pt, t+x, enfm tout polygone s'expnme en
fonction de ^ et p^, ce qui demontre cette propriete

La propriete plane 10 permet de deduire une propriete dans l'espace qui presente
quelque mteret

Menons par un pomt quelconque S dix plans 0,1, ,9 tels que 1 soit orthogonal
ä2,2ä3,3ä4,4ä5,5äi, menons 0 perpendiculaire ä 1, 6 perpendiculaire ä 0

et 3, 7 ä 6 et 5, 8 ä 7 et 2, 9 k 8 et 4. Quel que soit 6, 9 est aussi perpendiculaire ä 0
En effet, les normales menees par S coupent un plan n quelconque selon une configuration

de Desargues P0, PL, P9. Les traces des 10 plans et les traces des aretes

portant un diedre droit forment dans ce plan n une configuration complementaire de
Desargues (Figure 7), configuration particuhere qui est aussi antipolaire de la
configuration de base par rapport k la projection de S Choisissons six pentagones quel-
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conques, par exemple (67890), (67823), (78945), (89012), (90634), (06751), et deter-
minons les nombres a0, a,, a5 definis en 10 (Figure 8). Si P(i j klm) designe le

polyedre de sommet S, de base n, forme par les plans i, j, k, l, m, le polyedre

P~a0P(67890) + axP(67823) 4- a2P(78945) 4 a3P(89012)

+ a4 P(90634) 4- a5 P(06751)

jouit de proprietes remarquables au point de vue de l'equivalence des polyedres.
Les diedres d'aretes obliques sont tous droits. Les aretes horizontales ont une longueur
algebrique nulle, c'est-ä-dire que la longueur des aretes qui portent un diedre oc est
egale ä la longueur des aretes qui portent un diedre n — oc. Ce polyedre verifie ainsi
les conditions de Dehn pour l'equivalence de facon presque triviale. Nous pouvons
montrer d'autre part que tout polyedre qui verifie ces conditions est reductible ä un
polyedre n'ayant que des diedres droits et des sommets d'oü ne partent que 5

aretes au plus. Le polyedre P est l'exemple le plus simple d'un polyedre verifiant
les conditions de Dehn et presentant les caracteres les plus generaux qu'il faule
considerer. A cause de la liberte du choix des plans 5,2 et 0, il verifie meme toutes les

conditions necessaires et süffisantes qui nous soient connues. Par contre, nous ne
savons pas si P est effectivement equivalent ä un cube. Ce polyedre resume donc en
quelque sorte l'etat actuel de la recherche de l'equivalence des polyedres. Si l'on
peut montrer qu'il est equivalent ä un cube, on trouvera peut-etre la demonstration
du cas general. S'il ne l'est pas, on etablira de nouvelles conditions necessaires qui
seront probablement aussi süffisantes. Tel est le probleme. J.-P. Sydler, Zürich.

Über die Evolutoiden der Ellipse

Verdreht man in der Ebene sämtliche Tangenten einer gegebenen Kurve k um ihre
Berührungspunkte um den gleichen Winkel oc, so erhält man im Hüllgebilde der
Neulagen für a 7t\2 die Evolute, für a 4= nß eine «Evolutoiden von k. Für die durch
kontinuierliches Anwachsen des Drehwinkels a von 0 bis n über die Evolutoiden als
Zwischenstadien bewirkte Umorientierung einer Kurve k hat L. Locher-Ernst kürzlich

das Beispiel der Ellipse herangezogen1). Deren am angeführten Ort durch hübsche

Figuren wiedergegebene Evolutoiden erwecken den Eindruck, zwei schiefe Symmetrien
zu besitzen. Da es sich dabei keineswegs um eine einfache Folge der Symmetrieeigenschaften

der Ausgangskurve handeln kann, soll diese Vermutung hier auf analytischem

Wege nachgeprüft werden; es wird sich dabei auch ein bisher anscheinend
nicht bemerkter Zusammenhang der Ellipsenevolutoiden mit einer sehr bekannten
Kurvenfamilie ergeben.

Wir gehen von der üblichen Parameterdarstellung der Ellipse in kartesischen
Normalkoordinaten aus:

x^acosco, y~ b sin co. (1)

*) L.Locher-Ernst, Natürliche Umformung einer Kurve in ihre Evolute. EL Math. 8, 73-75 (1953).
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