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Den in Figur 7 dargestellten Grenzformen der Verknickungen entsprechen bei
den Fldchen (a) bis (e) Grenzformen der Verbiegungen, bei denen die Fliche entweder
lings einer Profilkurve oder lings einer Bahnkurve eine gemeinsame Tangenten-
ebene besitzt. (Fortsetzung folgt.) R. SAUER, Miinchen.

Kleine Mitteilungen

Eine Verallgemeinerung des Delischen Problems

Zu der bekanntermassen mit Zirkel und Lineal unlosbaren Aufgabe der Wiirfelver-
dopplung (Delisches Problem) ist es eine sinnvolle Verallgemeinerung, drei Wiirfel zu
konstruieren, von denen zwei zusammen so gross sind wie der dritte. Ich will nun dazu
einige besonders einfach zu zeichnende Losungen angeben.

Da eine (nicht aufgehende) Kubikwurzel keine konstruierbare Grosse ist, ist die Auf-
gabe nur in dieser weiteren Form zu stellen und nicht etwa so, dass zu zwei gegebenen
Wiirfeln der dritte mit der Summe (oder Differenz) der Inhalte verlangt wird. Es muss
also zwischen drei konstruierbarven, das heisst lediglich mit Hilfe von Quadratwurzeln
gebildeten Grossen a, b, ¢ die Beziehung a®+ b%= ¢3 bestehen; und die Aufgabe besteht
nun darin, solche Tripel zu finden.

Bei dem néchstliegenden Versuch der Losung in rationalen Zahlen (also die Wiirfel-
seiten in einem passenden ganzzahligen Verhdltnis) greift nun eine andere Unmdglich-
keit ein; ndmlich die des grossen Fermatschen Satzes fiir den Exponenten 3, wonach
die Gleichung a®+ b3=c¢® in ganzen Zahlen unl6sbar ist. Wir miissen also fiir a, b, ¢
Zahlen aus irgendeinem reellen konstruierbaren Zahlkoérper nehmen.

Die einfachsten solchen Korper sind nun die quadratischen K (Vm), und unter ihnen
wieder solche mit méglichst kleiner Grundzahl . In diesen Korpern ist nun die kubische
Fermat-Gleichung losbar fiir m = 2, 5, 6 und andere, jedoch unlésbar fiir m = 3, 7, 10
und andere. Eine besonders einfache Losung gibt es bei m = 5:

(9+¥5)"+ (9 —y5)°= 122

mit folgender geometrischer Konstruktion:

XD

A R 8 ¢
Figur 1

Da |/5 die Hypotenuse zu den Katheten 1 und 2 ist, liefern mit OR = 9 die Strecken
04, OB, OC = 12 die drei passenden Wiirfelseiten.

Eine ganz analoge Konstruktion liefert die Gleichung (124 }/ﬁ)aJr (12— V§_3)3= 188,
wobei V3‘3die eine Kathete zur Hypotenuse 7 und der anderen Kathete 4 ist. Ich er-
wihne ferner noch:

4294 (172 —18)*= (17y/2 +18)°, 834 (/85 —1)°= (/85 + 1),
1854 ( 56— 6)°=(5)6+ 6)°, 103+(/82— 2)’= (82 + 2)°,

wobei }/85 Hypotenuse zu 2 und 9 oder zu 6 und 7, /82 Hypotenuse zu 1 und 9 ist.
Solche Beispiele lassen sich beliebig viele herleiten. Nach der Identitét
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(wo xy <0, |[4y3]|>]|x®
noch allgemeineren

, damit fiir unsern Zweck die Wurzel reell) oder nach der
[x (29— 5% =3B xy? | x)/=3P]

1 [faas—yy) —3axty t y)-3PT=[2y (x5 ¥3)3
mit P=o?(#t+4xy%) —6afa?y> Lyt 42°y),
wenn bereits a? - 3= »3 (mit entsprechenden Realitdtsbedingungen), welche fiir a« = y,

f =0 die erste Formel beinhaltet, kann man auch zu immer hoheren konstruierbaren
Korpern aufsteigen.

Danach finden sich einige noch ziemlich cinfache Fille mit biquadratischen Irratio-
nalitdten, so zum Beispiel

R S

was eine vom Quadrat ausgehende geometrische Konstruktion bietet.

0 A RS BC 0 A R S 8
Figur 2 Figur 3

Die Quadratseite OR wird iiber R hinaus um ein Drittel der Differenz von Diagonale
und Seite verlingert zum Punkt S. Sodann wird iiber OS der Halbkreis geschlagen,
welcher die senkrechte Quadratseite im Punkte 7 schneidet. Schliesslich wird die
Strecke RT beiderseits heruntergeklappt nach 4 und B. Dann bilden die Strecken
0OA, OB und die Quadratdiagonale OC die drei gesuchten Wiirfelseiten.

Eine andere Losung

Ry N7

beniitzt das gleichseitige Dreieck.

Die Basis des Dreiecks OR wird um die Differenz von Héhe und Drittel der Seite iiber
R hinaus zum Punkt S verldngert, dann iiber OS der Halbkreis geschlagen. Dieser trifft
die Senkrechte iiber R in 7. Schliesslich wird wieder RT beiderseits nach 4 und B
heruntergeschlagen. OA4, OB und die doppelte Dreieckshohe, welche nur sehr wenig
grosser ist als OB, geben die Wiirfelseiten.

Ferner erwidhne ich noch

- e (e o= (ro s

(33—18y2 Vist—128y2 )y (33— 182 —Vis1—128y2 ) = (18 — 6 y2)",

wo im letzteren Beispiel die beiden kleineren Wiirfel ziemlich nahe sind, somit eine
gewisse Approximation an den klassischen delischen Fall vorliegt, welche Approxima-
tion natiirlich beliebig weit zu treiben ist. A. AIGNER, Graz.
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Zur Behandlung von Gleichungen mit Quadratwurzeln

In der kleinen Mitteilung Bemerkung zum Rationalmachen von Gleichungen wmit Qua-
dratwurzeln, E1. Math. 7, 35 (1946), wird behauptet, dass eine Gleichung von der Form

AW W= W, W) (1)

mit der elementaren Methode des Quadrierens nicht rational gemacht werden kann.
Man beachte aber folgendes: Durch zweimaliges Quadrieren erhilt man aus (1):

AT WRWE L 2A (WA W) E2W, Wy~ WE— W2 =4 WRW2

und hat nicht, wie am angefiihrten Ort behauptet wird, eine Gleichung mit drei, sondern
nur mit zwei Wurzeln. Die Ausfiihrung angezeigter Operationen fiihrt auf

P .OW +RW, + SW,W,=02). (2)
Auflésen nach W, und Quadrieren gibt
Wg= (P2 QW2+ 2PQW):(R24+S2WE+2RSW,).

Die Auflosung nach W, und Quadrieren gibt eine rationale Gleichung. Man hat daher
die Gleichung (1) durch viermaliges Quadrieren rational gemacht. Dieses Beispiel zeigt
die Methode (die Ausfithrung sei dem Leser iiberlassen), die Gleichung

At W, W= oon F W, W, =0
mit Hilfe von # Quadrierungen rational zu machen. Zu beachten ist, dass die Gleichung
A+ W, YB+CW, =0
durch zweimaliges Quadrieren rational gemacht werden kann. Man hat
A2 L2 4W,  WE=B  CW;,

und rational:
W2(2A4—C)?=(B- A% Wp)?2

R.LAUFFER, Graz?).

Ungeloste Probleme

Nr.2. Es sei D,, die kleinste (positive, reelle) Zahl mit der Eigenschaft, dass sich
jede Punktmenge des n-dimensionalen Raumes vom Durchmesser D -1 in # + 1
Teile zerlegen lisst, deren Durchmesser alle nicht grosser als D, ausfallen. Nach einer
bis heute noch unbewiesenen Vermutung von G.BORSUK (Drer Sdtze iiber die n-dimen-
stonale euklidische Sphire, Fund. Math. 20, 177-190 [1933]) gilt D, <1. Kiirzlich

1) Wir setzen P; l/Ql == ]/1’7-2 Q; = W;, und es sei W; nicht rational.

2) Der Irrtum ist auf die ungeeignete Symbolik des Verfassers zuruckzufiihren.

3) Der Verfasser ist der Ansicht, dass im Unterricht zu Ubungszwecken von irrationalen Gleichungen
nur bescheidener Gebrauch zu machen ist. Am besten ist es, sich nur auf Beispiele zu beschrinken, welche
sich zwanglos aus geometrischen oder physikalischen Aufgaben ergeben und daher nicht den Charakter
von Kreuzwortritseln haben.
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