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ELEMENTE DER MATHEMATIK

Revue de mathématiques élémentaires — Rivista di matematica elementare

Zeitschrift zur Pflege der Mathematik
und zur Forderung des mathematisch-physikalischen Unterrichts
Organ fiir den Verein Schweizerischer Mathematik- und Physiklehrer

El. Math. Band IX Nr.3 Seiten 49-72 Basel, 15. Mai 1954

Einfall und Uberlegung in der Mathematik")

Der Beweis der Vermutung von Baudet

In der ersten Abhandlung dieser Reihe habe ich kurz iiber einen Einfall berichtet, bei
dem durch einen gliicklichen Zusammenlauf die Bedingungen, unter denen der Einfall
entstand, genau beschrieben werden kénnen. Das soll jetzt nidher ausgefiihrt werden.

Der friih verstorbene hollindische Mathematiker BAUDET hatte die folgende Ver-
mutung ausgesprochen:

Teilt man die Gesamtheit der natiivlichen Zahlen 7, 2, 3, ... in 2wei Klassen ein, so
enthdlt mindestens eine dieser Klassen eine avithmetische Progression von | Gliedern,
wober | eine beliebig vorgegebene natiirliche Zahl ist.

Als ARTIN, SCHREIER und ich uns in Hamburg 1926 vor ArtiNs Wandtafel iiber
diese Vermutung unterhielten, ist es uns zusammen gelungen, sie zu beweisen. Eine
ganz wesentliche Idee stammt dabei von ARTIN. Der Einfall, der schliesslich die
Loésung brachte, wurde mir zuteil.

Der Fall, dass nur eine zweigliedrige Progression verlangt wird (/ = 2) ist trivial:
werden drei Zahlen in zwei Klassen eingeteilt, so miissen zwei zur selben Klasse
gehoren.

Auch im Fall / = 3 ist es so, dass man nicht alle natiirlichen Zahlen zu betrachten
braucht, sondern nur die Zahlen von 1 bis 9. Bei jeder Zweiteilung dieser Zahlen
enthilt eine der beiden Klassen eine dreigliedrige Progression ; das beweist man leicht
durch eine Aufzdhlung der moglichen Fille. Man kann etwa so vorgehen.

Die Klasse, die die Zahl 1 enthilt, kann man die erste nennen. Je nachdem, zu
welchen Klassen die Zahlen 2, 3 und 4 gehdren, erhdlt man acht mogliche Fille. Als
Beispiel moge der Fall behandelt werden, dass 1 und 2 zur ersten, 3 und 4 zur zweiten
Klasse gehéren.

Wenn 5 zur zweiten Klasse gehort, haben wir die Progression 3, 4, 5. Also kénnen
wir annehmen, dass 5 zur ersten Klasse gehort.

Wenn 8 zur ersten Klasse gehort, haben wir die Progression 2, 5, 8. Also mdge 8
zur zweiten Klasse gehoren.

Wenn 6 zur zweiten Klasse gehort, haben wir 4, 6, 8. Also mége 6 zur ersten Klasse
gehoren.

Will man die Progression 5, 6, 7 vermeiden, so muss man 7 in die zweite Klasse
stecken.

1) 3. Mitteilung.
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Die Zahl 9 gerit nun in eine Zwangslage. Wenn sie zur ersten Klasse gehort, haben
wir die Progression 1, 5, 9, wenn aber zur zweiten Klasse, so haben wir 7, 8, 9.

Ahnlich, oder noch einfacher, behandelt man alle anderen Fille. Das alles hatte ich
mir schon vor der Zusammenkunft mit ARTIN und SCHREIER iiberlegt.

SCHREIER stellte nun die Frage, ob die Vermutung von BAUDET sich dahin ver-
schirfen liesse, dass immer nur ein endlicher Abschnitt der Zahlenreihe in Betracht
gezogen werden muss, mit anderen Worten, ob es eine Schranke N(/) gibt, so dass
bereits bei der Einteilung der Zahlen von 1 bis N (/) in zwei Klassen eine dieser Klassen
eine /-gliedrige Progression enthilt. Die Frage war leicht zu beantworten. Wenn die
Vermutung von BAUDET iiberhaupt richtig ist, so iiberlegten wir uns, dann gibt es
auch ein solches N (/). Eine bekannte mengentheoretische Schlussweise, das «Diago-
nalverfahreny», fiihrt zu diesem Ergebnis. Es ist nicht nétig, diese Schlussweise hier zu
reproduzieren, da sie in den anschliessenden Uberlegungen keine Rolle meht spielt.

Wir versuchten nun, die Vermutung gleich in der verschirften Form mit der
Schranke N(I) zu beweisen. Wenn der Satz etwa durch vollstindige Induktion be-
wiesen werden soll, kann eine solche finite Verschirfung nur von Vorteil sein, so iiber-
legten wir uns.

ARTIN machte sodann die Bemerkung, dass die Vermutung, wenn sie fiir zwei
Klassen allgemein richtig ist, auch fiir # Klassen gelten muss. Es sei zum Beispiel
k = 4. Dann kann man die Klassen zunéchst zu zwei und zwei zusammennehmen. So
erhidlt man eine grébere Einteilung in nur zwei Klassen. In einer dieser beiden muss
eine arithmetische Progression von N (/) Gliedern liegen. Die Glieder dieser Progres-
sion kann man von 1 bis N(/) numerieren. Diese Nummern erscheinen nun wieder in
zwei Klassen der feineren Klasseneinteilung eingeteilt, und nach dem Satz, den wir
fiir zwei Klassen als richtig angenommen haben, muss in einer dieser Klassen eine
Progression von / Gliedern liegen.

So kommt man von zwei auf vier Klassen, genau so von vier auf acht Klassen usw.
Die Klassenzahl kann also beliebig gross sein.

Wir versuchten nun, den Satz durch vollstindige Induktion nach ! zu beweisen.
Fiir / = 2 hat man das sogenannte «Schubfachprinzip»: Wenn & + 1 Dinge auf %
Schubficher verteilt werden, so muss eines der Fiacher mindestens zwei Dinge ent-
halten. Ein sehr niitzliches Prinzip, das DIRICHLET in der Zahlentheorie mit Erfolg
angewandt hat.

ARTIN erwartete — und der Erfolg hat ihm recht gegeben —, dass die Verallgemeine-
rung von zwei auf 2 Klassen fiir die Induktion von Vorteil sein wiirde. Man kann
nimlich, so meinte er, nun versuchen, die Vermutung fiir ein beliebiges £ und fiir die
Linge ! zu beweisen, unter der Induktionsvoraussetzung, dass sie fiir alle £ und fiir
die Linge / — 1 schon bew.esen sei.

Diese zunichst etwas unbestimmte Uberlegung wurde im weiteren Verlauf der
Diskussion, in der Hauptsache durch ArTIN, folgendermassen verschirft. Es soll
etwa die Vermutung fiir zwei Klassen und fiir Progressionen der Lange / bewiesen
werden. Sind alle ganzen Zahlen in zwei Klassen eingeteilt, so sind zum Beispiel die
Tripel aufeinanderfolgender Zahlen automatisch in acht Klassen eingeteilt, denn die
drei Zahlen des Tripels konnen unabhingig voneinander in Klasse 1 oder 2 liegen,
und das gibt 2% = 8 Moglichkeiten. Man kann nun diese Zahlentripel durchnumerie-
ren, etwa indem man jeweils die Anfangszahl des Tripels als Nummer nimmt, so dass
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Tripel Nummer # aus den Zahlen 7, n + 1 und # + 2 besteht. Die Nummern erschei-
nen dann in acht Klassen eingeteilt, und auf diese acht Klassen kann man unbedenk-
lich die Induktionsvoraussetzung anwenden.

Dasselbe gilt, wenn man «Blécke» von mehr als drei aufeinanderfolgenden Zahlen
betrachtet. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es unter geniigend vielen auf-
einanderfolgenden Blécken eine (I — 1)-gliedrige arithmetische Progression von Blok-
ken. Das «Muster» der Verteilung der Zahlen auf die Klassen, das wir in einem dieser
Blocke vorfinden, wiederholt sich genau so in allen / —1 Bl6écken der Progression.
Vielleicht, so meinte ARTIN, geben diese sich wiederholenden Muster uns die Mittel
zur Konstruktion einer /-gliedrigen Folge. Ausserdem enthalten die Blocke selbst,
wenn sie geniigend lang sind, (/ — 1)-gliedrige arithmetische Progressionen von Zahlen
einer Klasse. Auch diese kénnen zur Konstruktion benutzt werden.

Wir versuchten nun, da im Fall /=2 der Satz sicher richtig ist, von /=2 auf /=3
zu schliessen, und zwar nahmen wir zunédchst zwei Klassen an (ohne Riicksicht darauf,

B —

I
1

Figur 1

dass dieser Fall schon vorher durch direkte Aufzidhlung aller Fille erledigt war). Wir
zeichneten die Zahlen als kleine Querstriche im waagrechten Abstand 1 auf zwei
waagrechten Linien, die die beiden Klassen darstellen sollten.

Unter je drei aufeinanderfolgenden Zahlen muss es nach der Induktionsvorausset-
zung, das heisst in diesem Fall nach dem Schubfachprinzip, zwei geben, die derselben
Klasse angehoren, etwa der ersten. Setzen wir nun die arithmetische Progression, die
mit diesen beiden Strichen anfingt, fort, so kénnen wir annehmen, dass der dritte
Strich nicht mehr der ersten Klasse angehort (sonst wiren wir ja schon fertig), son-
dern der zweiten. Somit ergibt sich das Bild der Figur 1.

Soweit wurden alle Uberlegungen von uns gemeinsam angestellt. Ich iiberlegte mir
nun weiter folgendes.

In jedem Block von fiinf aufeinanderfolgenden Zahlen muss ein Muster von der
Art der Figur 1 vorkommen, denn unter den ersten drei Zahlen des Blockes muss es
schon zwei geben, die derselben Klasse angehdren, und diese zweigliedrige Progression
kann dann innerhalb des Blockes zu einer dreigliedrigen Progression fortgesetzt
werden.

Solche Muster wiederholen sich. Denn die Blocke von fiinf Zahlen sind ja in
25=: 32 Klassen eingeteilt, und unter 33 aufeinanderfolgenden Bldocken!) muss es
nach dem Schubfachprinzip mindestens zwei gleiche geben. So ergibt sich das Bild
der Figur 2, wobei der waagrechte Abstand zwischen dem Anfang des ersten und des
zweiten Blockes héchstens 32 betrdgt.

Das gibt aber immer noch keine dreigliedrige Progression. Um eine solche zu er-
halten, habe ich den zweiten Block von fiinf Zahlen noch einmal um dieselbe Strecke
verschoben und die dreigliedrige Progression betrachtet, die aus den angestrichenen
Zahlen durch diese Verschiebung entsteht.

1) «Aufeinanderfolgend» soll heissen: jeweils im Eins verschoben.



52 B.L. van pER WAERDEN: Einfall und Uberlegung in der Mathematik

Die dritte Zahl dieser verschobenen Progression hat nun keinen Ausweg mehr. Ent-
weder sie gehdrt in die erste Klasse: dann gibt es dort die arithmetische Progression

a, a, a. Oder sie gehort in die zweite Klasse: dann gibt es die Progression b, b, b in
der zweiten Klasse.

-

Figur 3

Dieser Beweis galt zunichst nur fiir den bereits friiher erledigten Fall 2 =2, [ = 3.
Trotzdem hatte ich, als ich ihn vorbrachte, das sichere Gefiihl, nun den allgemeinen
Beweis in Hinden zu haben.

ARTIN und SCHREIER glaubten es noch nicht. Da fiihrte ich ihnen den analogen
Beweis fiir den nichst hoheren Fall 2 =3, / = 3 vor.

In diesem Fall kann man zunichst genau dieselbe Uberlegung anstellen (mit Blocken
zu sieben statt zu fiinf und mit Abstand 3% statt 25), aber nun hat die dritte Zahl im
dritten Block wohl einen Ausweg. Sie kann in die dritte Klasse hinein, und man er-
hilt das folgende Muster:

-

Figur 4

In jedem grossen Block von 3%+ 3%+ 7 = h aufeinanderfolgenden Zahlen gibt es ein
solches Muster. Nun zerfallen die grossen Blocke in 3* Klassen. Unter je 3%+ 1 auf-
einanderfolgenden grossen Blocken gibt es nach dem Schubfachprinzip zwei gleiche.
In diese zeichne man die kleinen Blécke hinein, und man erhilt das Bild der Figur 5.

—t
-
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g
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A W

Figur 5

Jetzt verschiebe man den grossen Block, und man erhilt dann an der Stelle der
verschobenen Zahl ¢ entweder eine Progression a, @, a in der ersten Klasse oder eine
Progression b, b, b in der zweiten oder ¢, ¢, ¢ in der dritten (Figur 6).
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Jetzt war es allen Beteiligten klar, dass fiir / = 3 das Beweisverfahren sich auf
beliebige & iibertragen ldsst. Aber ARTIN und SCHREIER wollten nun noch den Fall
! =4 sehen.

Ich nahm zunéchst wieder zwei Klassen an. Nach dem bereits Bewiesenen gibt es
unter geniigend vielen, sagen wir # aufeinanderfolgenden Zahlen eine dreigliedrige

E

——

|
6! 1

>

ARERY
T XX X

Figur 6

Progression, deren Terme alle einer Klasse angehéren. Setzt man die Progression fort,
so wird der vierte Term der anderen Klasse angehoren (sonst wiren wir ja schon
fertig). Alle vier Zahlen gehéren einem Block von m aufeinanderfolgenden Zahlen an,

wobei m das grosste Ganze aus
n—1

n+ — (1)

ist. In jedem solchen Block kommt also das in Figur 7 abgebildete Muster vor:

o e

}
T

Figur 7

Die Blocke von der Linge g sind in 27 Klassen eingeteilt. Unter geniigend vielen,
sagen wir n(3, 29) aufeinanderfolgenden Blocken gibt es also drei Blocke in arith-
metischer Progression, die derselben Klasse angehdéren. Das Muster im ersten Block
wiederholt sich genau so im zweiten und dritten (Figur 8).

LA T L 19 [ T L
L L L

10 10 N/

T T T

Figur 8

Fiigt man nun noch einen vierten Block hinzu, so erhdlt man wieder zwangsldufig
eine arithmetische Progression a, 4, 4, a oder b, b, b, b.

Nachdem ich das ausgefiihrt hatte, war es uns allen dreien klar, dass es genau so
weitergeht, dass man auch fiir beliebige / nacheinander alle Fille £ =2, 3, ... erle-
digen und so den Schluss von [ —1 auf [ allgemein vollziehen kann.

Der Beweis, den ich im «Nieuw Archief voor Wiskunde» 75, 212 (1927) dargestellt
habe, ist die genaue Ausfithrung des hier anschaulich erlduterten Gedankenganges.
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Dem vorhin gebildeten Ausdruck (1), der allgemein so lautet:

n—1
n+ [T:Q“] (2)
entspricht im «Nieuw Archief» beim Schluss von / —1 auf / der Ausdruck

T n(l—1, k) —1
-1k + "D 3

Der Beweis, den CHINTSCHIN in seinem sehr schénen Biichlein) bringt, ist nicht
wesentlich von meinem Beweis verschieden ; nur nimmt CHINTSCHIN statt (2) einfach
2n. Weiter betrachtet er statt aufeinanderfolgender Blécke solche, die nebeneinander-
stehen und sich beriihren, wie (4,...,a+b—1) und (a+5b,...,a+2b —1), wodurch
die Abschitzungen etwas grober werden.

Die Psychologie des Findens hat ihre eigentiimlichen Schwierigkeiten. Den meisten
von uns féllt es schwer, sich nachtréglich an alles, was einem durch den Kopf gegangen
ist, zu erinnern. Noch schwerer ist es, die eigenen vorbereitenden Uberlegungen so
wiederzugeben, dass auch andere sie verstehen. Die kurzen Andeutungen, in denen
man mit sich selbst spricht, lassen sich ohne Prézisierung und Erlduterung nicht mit-
teilen, und durch die Prizisierung werden die Gedanken geédndert.

Im Fall unseres Gespréchs iiber die Vermutung von BAUDET liegen aber die Bedin-
gungen fiir die Wiedergabe viel giinstiger. Denn alle Gedanken, die sich bei uns bil-
deten, wurden sofort ausgesprochen und durch Kreidestriche den anderen verdeut-
licht. Was ausgesprochen und gezeichnet wird, kann man viel besser festhalten und
reproduzieren als blosse Gedanken. Alle Anregungen, die ich von ARTIN und SCHREIER
erhielt, wurden ebenfalls ausgesprochen und wirkten auf mich nur, soweit sie ausge-
sprochen wurden. Also ein idealer Fall, um den Prozess des Findens zu analysieren,
um die echten Einfille gegen die systematischen Uberlegungen abzugrenzen.-

Die geometrische Veranschaulichung der Zahlen durch Querstriche lag auf der
Hand. Auch lag es auf der Hand, zu versuchen, die unendliche Zahlenreihe durch
einen endlichen Abschnitt zu ersetzen, besonders nachdem in den einfachsten Bei-
spielen ein endlicher Abschnitt sich bereits als hinreichend erwiesen hatte. Ein end-
licher Abschnitt ist greifbarer, iibersichtlicher als die unendliche Zahlenreihe. Wir
hatten guten Grund, zu erwarten, dass durch diese Verschdrfung der Behauptung die
vollstdndige Induktion erleichtert werden wiirde.

«Immer mit den ganz einfachen Beispielen anfangen», pflegte HILBERT zu sagen.
So fingen wir mit dem Fall / = 2 an und kamen auf das bekannte « Schubfachprinzip».
Dieses gilt nicht nur fiir 2 = 2, sondern fiir beliebige 2. So lag die Verallgemeinerung
auf beliebige % auf der Hand.

Da fiir /== 2 die Vermutung richtig ist, lag es nahe, einen Schluss von / —1 auf /
anzusetzen. Fiir den Induktionsbeweis ist es selbstverstiandlich am giinstigsten, wenn
man fiir die Linge / — 1 moglichst viel voraussetzt und fiir die Lange / zunéchst
moglichst wenig zu beweisen sich vornimmt.

Damit war der Plan des Beweises vorgezeichnet. Fiir die Liange / — 1 und fiir alle £
sollte die Vermutung als richtig angenommen werden, und wir versuchten, fiir die

1) A.J.CHuiNTSCHIN, Drei Perlen der Zahlentheorie (Russisch 1947; Deutsch 1951, Akademie-Verlag,
Berlin; Englisch 1952).



B.L. vaN pER WAERDEN: Einfall und Uberlegung in der Mathematik 55

Liange/und fiir ein einziges &, etwa & = 2, dieVermutung zu beweisen. Dabei beschrank-
ten wir uns zundchst auf den einfachsten Fall (k¢ = 2, / = 3) und versuchten, eine
Uberlegung zu finden, die sich vielleicht auf héhere Fille tibertragen lassen wiirde.

Nach dem Schubfachprinzip gibt es in einer der Klassen eine zweigliedrige Progres-
sion (a4, a 4+ d). Um zu einer dreigliedrigen Progression zu kommen, muss man die
Zahl a+ 2 d hinzunehmen. Liegt sie in der gleichen Klasse wie @ und a +d, so ist man
fertig; man kann also annehmen, dass 4 + 2d in der anderen Klasse liegt (Figur 1).

Soweit war alles ziemlich zwangsldufig, aber nun stockte der Beweis. Um weiter zu
kommen, war ein Einfall nétig, und wenn mein Gedichtnis mich nicht triigt, war es
ARTIN, der ihn hatte. Wir kénnen die Induktionsvoraussetzung (in diesem Fall also
das Schubfachprinzip) nicht nur auf Zahlen, sondern auch auf Blécke von aufeinan-
derfolgenden Zahlen anwenden ; denn auch diese sind in Klassen eingeteilt. Die Anzahl
der Klassen ist etwas grosser, aber das schadet nichts, da wir ja die Induktionsvor-
aussetzung fiir alle £ zur Verfiigung haben.

Durch den Einfall von ARTIN war die Wiederholbarkeit eines ganzen Blockmusters
gesichert, und wir konnten die Figur 2 zeichnen, die im ersten Block zwei Zahlen der
ersten und eine der zweiten Klasse in arithmetischer Progression zeigt, im zweiten
Block die entsprechenden Zahlen in denselben Klassen.

Wie sollte man nun von hier zu einer dreigliedrigen Progression kommen ? Erinnern
wir uns daran, dass in dem vorhin behandelten Beispiel der Zahlen von 1 bis 9 die
Zwangslage fiir die Zahl 9 darin bestand, dass sie sowohl in der ersten wie in der zwei-
ten Klasse eine dreigliedrige Proportion bilden wiirde, im ersten Fall mit 1 und 5, im
zweiten Fall mit 7 und 8.

Ganz dhnlich kommt man nun hier zu einer Zwangslage, indem man den in der
Figur 3 dargestellten dritten Block hinzunimmt und darin eine Zahl findet, die ent-
weder in der ersten Klasse eine dreigliedrige Progression a, 4, a oder in der zweiten
Klasse eine Progression b, b, b bildet.

Das war also mein Einfall. Nach dem Gesagten diirfte es klar sein, dass der Einfall
ganz nahelag und durch die vorangehenden Uberlegungen fast zwangsldufig hervor-
gerufen wurde. Die einzige Zahl, die in der Situation der Figur 2 sowohl mit zwei
Zahlen der ersten Klasse eine Progression a, a, 4 als mit zwei Zahlen der zweiten
Klasse eine Progression b, b, b bildet, ist die mit 4 und b bezeichnete dritte Zahl des
dritten Blockes der Figur 3.

Das Bemerkenswerteste an diesem Einfall war das Gefiihl der vollkommenen
Sicherheit, das ihn begleitete. Ich hatte die intuitive Uberzeugung, dass genau
dieselbe Beweismethode, die ich im Fall 2 =2 und / = 3 an der Tafel vorfiihrte, auch
in allen hoheren Fillen zum Ziel fithren wiirde.

Wie diese Uberzeugung sich im Unbewussten bilden konnte, das weiss ich nicht.
Ich glaube aber, erkldren zu kénnen, warum ARTIN und SCHREIER nicht so sicher
waren, auch nachdem ich ihnen den Fall &2 = 2, I = 3 erklart hatte. Sie sahen nur das
Ergebnis: das Vorhandensein der Progression 4, 4, a in der ersten oder b, b, b in der
zweiten Klasse. Ich aber hatte eine Methode gefunden, diese Progressionen zu bilden,
und ich hatte das bestimmte Gefiihl, dass diese Methode auch auf die héheren Fille
anwendbar sein wiirde.

Es ist, wie wenn einer Apfel von einem Baum pfliickt. Wenn man einen Apfel
gepfliickt hat und ein anderer hingt etwas hoher, so kann es sein, dass man selbst
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weiss, dass man mit etwas mehr Anstrengung den andern Apfel auch noch erreichen
kann, wihrend ein Zuschauer, der nur sieht, dass man den einen Apfel gerade erreicht
hat, dariiber im Zweifel ist. Man hat eben nicht nur den Apfel, sondern auch das Gefiihl
der Bewegungen, die man ausgefiihrt hat, um ihn zu pfliicken.

Das Gefiihl, dass eine Beweismethode noch weiter reicht, ist manchmal triigerisch.
Oft stellt sich nachher heraus, dass in den hoheren Fillen eine neue Schwierigkeit
auftaucht. Trotzdem gehoren solche Ahnungen iiber die Tragweite von Beweismetho-
den zu den niitzlichsten Wegweisern bei der mathematischen Forschung.

B. L. vaAN DER WAERDEN, Ziirich.

Uber die natiitliche Gleichung
R() =pa (z + cosg-)

I.

Eine Eilinie ist eine geschlossene doppelpunktsfreie Kurve, deren Kriimmung
# = 1/R festes Zeichen hat. Ihre natiirliche Gleichung R = R(s) 1st eine periodische
Funktion R(s) = R(s 4+ #) der Bogenldnge s, deren (nicht notwendig primitive!)
Periode # der Umfang der Elilinie ist. Wegen des Vierscheitelsatzes fiir Eilinien muss
R(s) innerhalb eines Periodenintervalls 0 < s < # mindestens vier relative Extrema,
also R’(s) mindestens vier Nullstellen haben.

L.B1EBERBACH!) erwihnt als einfaches Beispiel einer natiirlichen Gleichung, die
keine Eilinie kennzeichne, die positive Funktion R = 2 4 sins der primitiven Peri-
ode 27, deren Ableitung in 0 < s < 2z ja nur an zwei Stellen verschwinde. Es ist
die Absicht dieser Zeilen, zu zeigen, dass diese Schlussweise nicht stichhaltig ist. Es
wird hier nimlich irrtiimlich die primitive Periode 2 & gleich dem Umfang u gesetzt.

Wir werden im Gegensatz zu der Aussage von BIEBERBACH zeigen, dass allgemeiner

die Funktion .
R(s) :M(A + cos—a‘) (1)

fiir bestimmte 4 > 1 und u > 0 stets die natiirliche Gleichung einer Eilinie sein kann.
(A und u sind dimensionslose Parameter, die Konstante a hat die Dimension einer
Linge.) Die primitive Periode p = 2 a «t von (1) kann dann natiirlich wegen des Vier-
scheitelsatzes nicht identisch mit dem Umjfange u der Eilinie sein. Es ist vielmehr
u=mp=2ammna (m>1, ganz). Die Eilinie wird dann 2 m = 4 Scheitel haben. Das
Studium der Kurven (1) wird sich auch deshalb lohnen, weil sich bei ihnen einige
interessante gestaltliche Verhiltnisse ergeben.

1L

Einen Uberblick iiber den Verlauf der Kurven (1) kann man sich konstruktiv auf
folgende Art?) verschaffen. Wir tragen R = R(s) in einem rechtwinkligen Koordina-

1) L..BieBERBACH, Differentialgeometrie (Teubner, Leipzig 1932, S.25).
?) K.STRUBECKER, Vorlesung iiber Differentialgeometrie an der TH. Karlsruhe 1948/49.
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