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Aufgaben 139

In H. WEBER und J. WELLSTEIN, Ewncyklopddie der Elementar-Mathematik, Bd. I,
S. 264: «Die erste Erwahnung dieses Satzes findet sich in WARINGS Meditationes alge-
braicae, deren erste Auflage 1770 (?) erschien: ,Hanc maxime elegantem numerorum
primorum proprietatem invenit vir clarissimus, rerumque mathematicarum peritissimus
Ioannes Wilson Armiger.” Dieser IOANNES WILSON ARMIGER ist ohne Zweifel identisch
mit Sir JoHN WIiLsON, der 1741-1793 lebte, von dem es in der National Biography,
LXII, 107 (London 1900) heisst: ‘While still an undergraduate he is said to have
made an able reply to the attack on EpDWARD WARING'S Miscellanea analytica by
WirriaM POWELL’».

Es ist hier unwesentlich, ob die erste Auflage der Arbeit WaRINGs 1762 oder 1770
erschienen ist. Wichtig ist, dass er diesen WiLsoN gekannt haben muss: Er nennt ihn
ja einen «vir clarissimus». Die obenerwdhnte National Biography behauptet, dass WiL-
soN schon als «cundergraduate », das heisst als angehender Wissenschaftler, eine beachtens-
werte Abhandlung geschrieben habe. Mit dieser Kenntnis versehen, kénnen wir uns nicht
linger dem von W. MANTEL gedusserten Zweifel, ob WiLsoN tatsichlich gelebt habe,
anschliessen. ReENE FURNEE, Ziirich.

Aufgaben
Aufgabe 165. Man beweise: Fiir (a, n) = 1 ist
n—1 Ea
xza—lZZ‘k [———] (mod #)
P

Lésung der Kongruenz a ¥ =1 (mod #). B. vaN DER Por, Genf.
Liosung: Wir setzen

ka=gq,n+r, Qk—[kna](1<k<"*l) (1)
Wegen (a, n) =1 ist a, 2a, ..., (n — 1) a ein vollstindiges Restsystem mod ». Nach
(1) ist v, =k a (mod ») und 0 < 7, <m, also ist die Gesamtheit der Zahlen 7, 7,, ..., #, _4

identisch mit der Gesamtheit der Zahlen 1, 2, ..., #n — 1. Aus (1 ) folgt durch Quadrleren
und Addition der entstehenden »n — 1-Gleichungen

n—1 n—1

022““"22‘11:*‘2"2%’%4“2’%
Aus
n-1 n—-1 1
N7 :Zk s nin—1) (2n—1)
k-1 -

folgt weiter
n-1 n-1

6nYqi+12 g r=(n—-1)(2n-1) (a%—1).
k-1 k=1

Da
qk=[-%a—], r.=ka, (mod =)
ergibt sich schliesslich
n—1
ka 9
"l =a2-1 d
12ak§k[n ]_a (mod n)

oder

}El, (mod n)

L S
a {a - 12k=21’k [ -
was zu beweisen war. A.BAGER (Hjerring, Ddnemark).
Eine weitere Losung sandte F. GOLDNER (London).

| S
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Aufgabe 166. Von einem Punkte P in der Ebene eines Dreiecks (4,) fille man die
Lote auf die Seiten des Dreiecks. Ihre Fusspunkte bilden ein Dreieck, dessen Fliche F
eine Funktion von P ist. Man zeige:

a) Der geometrische Ort der Punkte P, deren Fusspunktdreiecke nach Grésse und
Sinn gleiche Fliche haben, ist ein zum Umkreis von (4,) konzentrischer Kreis.

b) Der geometrische Ort der Schwerpunkte der Fusspunktdreiecke gleicher Fliche
ist eine Ellipse um den Schwerpunkt von (4,) als Mittelpunkt.

c) Die Ellipsen von b) sind, als Funktion des Parameters F, homothetisch, und
ihre Achsen sind parallel zu dem Achsenkreuz k(e), welches nach Aufgabe 148.4 dem
Dreieck (A;) zugeordnet ist (Winkelhalbierende zwischen der an einer der Dreiecks-
seiten gespiegelten Euler-Geraden und der Verbindung des Umkreismittelpunktes mit
der Gegenecke jener Seite). A. StoLL, Ziirich.

Lésung des Aufgabenstellers: a) Die Koordinaten einer Ecke des Fusspunktdreiecks
sind ganze lineare Funktionen der Koordinaten («, v) von P. Die Fliche F ist daher
eine quadratische Funktion von % und v. IThre Niveaulinien sind somit homothetische
Kegelschnitte. Da der Umkreis von (4,) dazu gehért (F=0), so sind es mit diesem
konzentrische Kreise.

b) Auch die Koordinaten (U, V) des Schwerpunktes eines Fusspunktdreiecks sind
ganze lineare Funktionen von % und v. Den konzentrischen Kreisen entsprechen daher
homothetische Ellipsen. Dem Umkreismittelpunkt entspricht der Schwerpunkt von (4,).

c) Dieser Punkt erfordert einige Rechnung. Man wihle die Koordinatenachsen
parallel zu k(e). Dann ist nach Aufgabe 148.4 }'a, b,= 0. Die Transformationsglei-
chungen von (u, v) auf (U, V) nehmen daher die Form an: U=au +b, V=cv+d.
Daraus folgt die Behauptung.

Eine weitere Losung sandte Herr J. LANGR (Prag). Er findet fiir die Fliche des Fuss-
punktdreiecks den Ausdruck 2 g

7
F = i D.

Hier bedeutet » den Umkreisradius und D den Flicheninhalt von (4,), und d ist der

Abstand von P vom Umkreismittelpunkt von (4,).

Aufgabe 167. Es sei & eine geschlossene Kurve mit stetiger Tangente und Kriim-
mung. Auf der Normalen jedes Punktes P von 2 wird von P aus nach aussen das A-fache
des Kriimmungsradius in P abgetragen. Es entsteht eine spezielle «begleitende» Kurve
von k. Ist B die Fliache der begleitenden Kurve, K diejenige von %2 und E die Fliche der
Evolute von %, so gilt die Formel

B=(A+1)2K+A(A+2)E.

E. Trost, Ziirich.

Lisung: 1. Die geschlossene ebene Kurve % sei in Parameterstellung vektoriell durch
#(t) gegeben [0 <t < T, #(0) =%(T) usw.]. Es bezeichne: L die Linge von %; s = s(¢)
die Bogenlinge von %(0) bis #(¢); b den Normalenvektor der orientierten Kurvenebene;
f= d%/ds die Kurventangente; # die Kurvennormale orientiert durch A=bx7; ds
das gemischte Produkt (#, dZ, 5)/2; J das Integral ﬁ ds, erstreckt iiber einen Umlauf
0 <t<T. Wenn % einfach geschlossen ist und fiir 0 < ¢ < T einmal in positivem
Sinne durchlaufen wird, ist /> 0 und gleich dem von %4 umschlossenen Flicheninhalt.
2. Die Kriimmung » von % sei >0, also auch g = »~!> 0 und endlich. Fiir beliebiges
reelles ¢ sei k, die geschlossene Kurve #,= ¥ + c ¢ # (die «c-Evolute» von R). Es ist

ko= k und k, die Evolute von k. Fiir ¢ > 0 entsteht %, durch Abtragen von c¢ ¢ auf der
innern, fiir ¢ < 0 auf der dussern Normalen von X. Fiir den Umlauf 0 < ¢ < T von &,

berechnen wir das wie oben erklarte Integral J = fﬁ ds, von k,: Unter Beachtung von
di =1ds, di=wx#nds, dih=—xd%, Z#hds=—(% dz b),
d(#%) =ds +xds % # =ds — x(%, d%, b)
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erhilt man

also
Jo=dot =20 § L s 1)
3. Fiir die Evolute %, erhdlt man
]1=]o‘"§%d5: (2)
somit
Je=(1—=2¢)® Jy—(c2—2¢) J;. (3)

Uber das Vorzeichen von J; gibt die folgende Hilfsbetrachtung Aufschluss: Es ist

e 4o 1 . > 1 )t -
9§2ds_ Msﬁxds 9§9ds=4n(56ds ==

(zuerst wird die Schwarzsche Ungleichung, dann die isoperimetrische Ungleichung

beniitzt), also J; =< 0; J; = 0 nur dann, wenn % ein Kreis ist, was wir ausschliessen wollen.
Statt (3) konnen wir also auch

L=0—=0)2Jo+ (c*—2¢) | 1]

schreiben. Wenn nun iiberhaupt die Evolute &, einfach geschlossen ist, so muss somit
einem positiven Umlauf von % ein negativer von k, entsprechen. |J;| ist dann der
Flicheninhalt von &,. Fiir negatives ¢ = — 1 erhilt man in diesem Falle die Flichen-
formel der Aufgabel). B. EckmANN, Ziirich.

Weitere Losungen sandten L. BERNSTEIN (Tel-Aviv), F. GoLDNER (London), R.
LAUFrFER (Graz), H. R. MULLER (Graz), A. UNTERBERGER (Bludenz).

Aufgabe 168. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem ist die Kurve mit der
Gleichung y=a+bx +cx*+da3+ext(a, b, c, d, ereell, e +0) gegeben. Man finde
ohne Differentialrechnung die Bedingung dafiir, dass die Kurve eine reelle, echte Dop-
peltangente besitzt (Tangente mit zwei getrennten Beriihrungspunkten).

W. Prokopr, Winterthur.

Lésung: Sind ¥, y normierte Punktkoordinaten eines projektiven Koordinatensy-
stems, so ist die Gerade p ¥ + ¢ y + r = 0 genau dann Doppeltangente der in der Auf-
gabe angegebenen Kurve, wenn die Gleichung

gex*+qdx3+qex2+x@b+p)+qa+r=0 (1)
zwei Paare gleicher Losungen x,, x, besitzt. Also ist ¢ £ 0. Der Koeffizientenvergleich

bei (1) und
ge(x — %)% (% — x)*=0 (2)

1) Wenn man auf Formel (1) und die Diskussion des Vorzeichens von J, verzichtet, so kann man mit
den Rechnungen von 2. die Formel (3) viel kiirzer ableiten.



142 Aufgaben
gibt folgende vier Gleichungen, wo s, = ¥, + %,, s, = #, ¥, gesetzt ist:
d=—2es,, c=e(si+2sy), qb+p=—2qess,, qga+r=qes}.
Man erhilt daraus rational
a c—est 4ec—d?

1= 7% 2T T2 T Bet

sowie p/q und 7/q. Die gegebene Kurve hat daher immer eine reelle Doppeltangente.
Die Beriihrungspunkte dieser Doppeltangente sind reell und verschieden, wenn

3d2—8ec
(#y— %) =5t — 45, = __4"3_2_>0‘
R.LAUFFER, Graz.
Weitere Losungen sandten F.GoLDNER (London), A.StoLL (Ziirich) und A. UNTER-

BERGER (Bludenz).

Aufgabe 169. Von zwei monofokalen Parabeln $; und p, kennt man je ein Kriim-
mungselement (Punkt samt Kriimmungskreis); die beiden Parabeln sind zu konstru-
ieren. R. BERrEIs, Wien.

Lésung: Wir benutzen folgenden Hilfssatz:

Beriihrt ein Kreis % eine Parabel £ in einem Punkt P und geht £ durch den Brenn-
punkt F von p, so ist der Radius von % ein Viertel des zu P gehérenden Kriimmungs-
radius g.

Zum Beweis bezeichnen wir mit D bzw. G die Schnittpunkte der Kurvennormalen
und des Durchmessers durch P mit der Leitlinie /. Bekanntlich ist DP = /2. G sei der
Gegenpunkt des Brennpunktes fiir die Tangente ¢ in P. Spiegelt man nun das bei G
rechtwinklige Dreieck DGP an ¢, so geht G in den Brennpunkt F, D in den Halbierungs-
punkt H der Strecke PK (K = Kriimmungsmittelpunkt fiir P) iiber, woraus die Be-
hauptung mit dem Satz von THALES unmittelbar folgt.

Sind nun H,, H, die Mitten der Strecken P K, bzw. BK,, so schneiden sich die
Kreise mit den Durchmessern P,H, und P,H, in dem gemeinsamen Brennpunkt der
beiden Parabeln. Es gibt zwei Ldsungen, sofern reelle getrennte Schnittpunkte auf-
treten. Durch die Punkte D; und G, ist die Leitlinie /;, und damit die Parabel p, be-
stimmt. Analog findet man die Parabel p,.

Bemerkung des Aufgabenstellers: Es gilt folgende Verallgemeinerung des obigen Hilfs-
satzes: Der Umkreis eines Tangentendreiecks einer beliebigen ebenen Kurve c¢ strebt,
wenn Z; und #;, unabhingig voneinander gegen ¢, konvergieren, einem Grenzkreis zu, der
die Kurve ¢ beriihrt und dessen Radius ein Viertel des Kriimmungsradius im Beriih-
rungspunkt betriagt.

Loésungen sandten R.JakoBI (Braunschweig), J. LANGR (Prag), R. LAUFFER (Graz),
J. Scaopr (Budapest), A. StoLL (Ziirich), A. UNTERBERGER (Bludenz).

Aufgabe 170. Man beweise die Idenditit:

ﬁlj-{x — 4 cos’(ﬁ%)} ._=k;:'(__1)k (2 nk-— k) n—tk

J. BARINAGA, Madrid.
Lésung: In die bekannte Formel

: [(m-1)/2]
sinmv e m—k—1 etk
—inv k;o' (—1) ( B (2 cosv)
setzt man
m=2n-+1, V=0 = A 1=k n)

2n+1
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und bekommt

2(—1)7‘ (2 nk—— k) (4 cos2y )"~k =0.
k=0

Damit ist gezeigt, dass das Polynom

n

-y (" ) ane

dessen hochster Koeffizient 1 ist, die # verschiedenen Wurzeln 4 cos2?y, hat, also
genau, was zu beweisen war. A.BAGER, Hjerring (Ddnemark).

Weitere Losungen sandten F. GOLDNER (London) und R.LAUFFER (Graz).
Nachtrag: In der Loserliste von Nr.163 fehlte A, StoLL (Ziirich).

Neue Aufgaben

794. Soient, dans un triangle quelconque, a la base, 4 le sommet opposé, B le point
d’intersection des hauteurs, 4, et &, les hauteurs ne passant pas par 4. Soit encore
s une droite fixe quelconque. Par le point d’intersection de s et de %#,, menons la
paralléle ¢ & 7,.
10 Si I'on considére tous les triangles ayant en commun a, 4 et B, toutes les
droites ¢ enveloppent une parabole ;.
20 Sil'on permute les roles de 4 et B, on obtient une nouvelle parabole p,.
3° Les paraboles p, et p, se coupent en deux points R et S. Laissant 4 et B
fixes, on fait varier a. Les points R et S engendrent deux nouvelles paraboles
symétriques par rapport 4 s, passant par les projections de 4 et B sur s et dont le
demi-paramétre est égal & la moyenne géométrique des distances de 4 et B 4 s.
J.-P. SYDLER, Zurich.
795. Man beweise: Rollt eine Gerade eines starren ebenen Systems }' auf einer festen
Zykloide, so existiert in }' ein Strahlenbiischel, dessen Geraden im Ablauf der
Bewegung dhnliche Zykloiden umhiillen. R. BEREIs, Wien.

796. Démontrer que
. 1. (42n) 3+ (44n) 30— (46n) 384y (: Z) 3an
28n—1 ° § - (4214) N (44n) _ (4611) ot (i :)
est pour tout # entier positif un nombre entier. H. BrREMEKAMP, Delft.
797. Man beweise fiir natiirliche Zahlen » und s die Identitdt

2s (2 s v —
()-27 02 (057)

M. G. BEUMER, Bergen op Zoom (Holland).

Literaturiiberschau

L. VIETORIS: Vorlesungen tibey Diffevential- und Integrvalvechnung
Bearbeitet von G. LocHus, Universititsverlag Wagner, Innsbruck 1951

Neue Lehrbiicher der Differential- und Integralrechnung fiillen, selbst wenn sie gut

sind, heute keine Liicken mehr aus. Bei dem lingst kanonisierten Bestand ihrer Lehr-
stiicke gleichen ihre Verfasser mehr und mehr den Herausgebern von Sonatinenalben,
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