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El.Math. Band VIII Nr.6 Seiten 121-144 Basel, 15. November 1953

Einfall und Ubetlegung in der Mathematik")

Antrittsrede, gehalten am 2. Februar 1952 an der Universitit Ziirich

Von B. L. vAN DER WAERDEN, Ziirich

Zur Losung eines mathematischen Problems ist zweierlei notwendig: Uberlegung
und Einfall.

Unter Uberlegung verstehe ich hier nur bewusstes Denken, mit Einschluss von sol-
chen Uberlegungen, die jederzeit bewusst gemacht werden kénnen. Ob das Denken
streng logisch oder analogiemassig oder mehr anschaulich ist, spielt dabei keine Rolle.

Ein Einfall dagegen fillt uns eben ein, wir wissen nicht woher. Er kommt nicht aus
dem Bewusstsein, er kommt auch nicht durch die Sinne von aussen. Irgendwoher
muss der Einfall aber stammen, also sagen wir: er kommt aus dem Unbewussten.

Ein guter Einfall hat immer etwas Mysteritses an sich ; man ist genéigt, ihn géttlich
zu nennen. GAUss hatte jahrelang versucht, einen zahlentheoretischen Satz zu be-
weisen. Er schreibt: ’

«Endlich vor ein paar Tagen ist’s gelungen — aber nicht meinem mithsamen Suchen,
sondern bloss durch die Gnade Gottes, mochte ich sagen. Wie der Blitz einschligt,
hat sich das Ritsel geldst; ich selbst wire nicht imstande, den leitenden Faden
zwischen dem, was ich vorher wusste, dem, womit ich die letzten Versuche gemacht
hatte — und dem, wodurch es gelang, nachzuweisen?)».

HADAMARD berichtet dhnlich?):

«Als ich durch einen Lirm draussen jih aus dem Schlafe geweckt wurde, fiel mir
auf einmal eine seit langem gesuchte Lésung ein, ohne Uberlegung meinerseits und
in einer Richtung ganz verschieden von allen den Richtungen, in denen ich friiher
gesucht hatte. Das Erlebnis war ganz eigenartig und mir unvergesslich.»

PoINCARE hatte in einer schlaflosen Nacht die «Fuchsschen Funktionen» entdeckt.
Nachher gelang es ihm, sie als Quotienten von zwei Reihen darzustellen. Er schreibt
dariiber?):

«Die Idee war vollkommen bewusst und wohliiberlegt. Die Analogie mit den
elliptischen Funktionen leitete mich. Ich fragte mich, welche Eigenschaften diese
Funktionen haben miissten, wenn es sie. gibt, und es gelang mir ohne Miihe, die
Reihen zu bilden, die ich dann ,séries thétafuchsiennes’ genannt habe.»

1) 1. Mitteilung.

%) Brief an OLBERS. In: Gauss’ Werke, Bd. X, 1, S.25.

3) J. HapaMARD, Psychology of Invention in the Mathematical Field (Princeton 1949), S.8.
4) J. Hapamarp, l.c., S.13.
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Nun kommt der Einfall:

«Auf einer geologischen Exkursion vergass ich zunichst meine mathematische
Arbeit. In Coutances stiegen wir in einen Omnibus. In dem Augenblick, da ich meinen
Fuss auf das Trittbrett setzte, kam mir die Idee, ohne dass irgend etwas in meinen
fritheren Gedanken diese Idee vorbereitet hatte, dass die Transformationen, die ich
gebraucht hatte, um die Fuchsschen Funktionen zu bilden, identisch waren mit denen
der nichteuklidischen Geometrie. Ich verifizierte die Idee nicht, dazu hitte ich auch
keine Zeit gehabt, denn nach dem Einsteigen setzte ich ein schon angefangenes
Gesprich fort, aber ich hatte das Gefiihl einer vollkommenen Sicherheit. Nach meiner
Riickkehr verifizierte ich das Ergebnis in aller Ruhe.»

Auch andere Wissenschaftler wissen {iber solche Fille plétzlicher Erleuchtung zu
berichten. POINCARE nennt sie ein deutliches Zeichen einer langen unbewussten Vor-
arbeit. «Die Rolle der unbewussten Arbeit in der mathematischen Erfindung scheint
mir unbestreitbar», schreibt er.

HapAMARD versucht in einem sehr interessanten Buch Psychology of Invention in
the Mathematical Field die Arbeitsweise des Unbewussten niher zu bestimmen. Er
geht davon aus, dass Erfindung nur durch Kombination von Vorstellungen méglich
ist. Es gibt aber viele Kombinationen; davon sind nur wenige fruchtbar. Das Unbe-
wusste muss also zunéchst viele mogliche Kombinationen bilden und dann daraus die
fruchtbaren aussondern, denn nur diese werden uns als Einfille bewusst.

HADAMARD stiitzt sich auf PoINCARE. Dieser berichtet iiber die schlaflose Nacht,
in der er die ersten FFuchsschen Funktionen Konstruierte:

«Ich hatte schwarzen Kaffee getrunken und konnte nicht schlafen. Vorstellungen
kamen mir haufenweise. Ich merkte, wie sie zusammenstiessen, bis einzelne Paare
sich sozusagen einhidngten, um eine stabile Verbindung einzugehen. Es kommt
einem in solchen Fillen vor, als ob man bei seiner eigenen unbewussten Arbeit anwe-
send ist. Die unbewusste Arbeit macht sich dem iibererregten Bewusstsein teilweise
bemerkbar, ohne jedoch ihren eigenen Charakter zu verlieren. Bei solchen Gelegen-
heiten ahnt man den Unterschied in den Mechanismen der beiden Egos.»

Diese Fahigkeit POINCARES, das eigene unbewusste Denken bewusst zu beobachten,
steht ziemlich vereinzelt da. Andere Wissenschaftler haben wohl blitzartige Einfille,
wissen aber nicht, wie sie zustande kommen.

PoiNncARE und HADAMARD haben im Anschluss an diese Selbstbeobachtung den
eigentiimlichen Mechanismus des unbewussten Denkens niher analysiert. Beide beto-
nen besonders die Rolle des Schonheitsempfindens bei der Auswahl cer fruchtbaren
Kombinationen. Aber iiber die Rolle der bewussten Uberlegung sagt HADAMARD fast
nichts.

Wie weit reicht die bewusste Uberlegung ? Wie grenzt man sie ab gegen den Einfall ?
Dariiber muss man doch mehr sagen kénnen. Das bewusste Denken ist uns doch zu-
ginglich: wir konnen es beobachten und damit experimentieren.

P6LYA hat in einem wunderbaren Buch mit dem Titel How fo Find it? die Uber-
legungen, die der Mathematiker beim Losen eines Problems anstellt, sich klarzu-
machen versucht. Er formuliert die allgemeinen Gesetze der Uberlegung als Fragen,
die man sich immer wieder stellt. Jeder Student, jeder Forscher, besonders jeder Leh-
rer sollte das Buch lesen. Es enthilt viele ganz elementare Beispiele, eingekleidet als
Frage- und Antwortspiel. POLYA zeigt, wie der Lehrer den Schiiler zum Selbst-Finden
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anregen kann, und zwar nur durch allgemeine Fragen, die sich bei fast jedem Pro-
blem stellen lassen. Es sind dieselben Fragen, die auch der erfahrene Mathematiker
sich immer wieder stellt, aber nie sind sie so prézis und doch allgemeingiiltig formu-
liert worden.

Das erste, was man tut, wenn man an ein Problem herantritt, ist: sich das Problem
klarmachen. Man fragt: Was ist gegeben ? Was wird gesucht ? Welche Bedingung hat
das Gesuchte zu erfiillen ? Man zeichnet, wenn mdéglich, eine Figur. Man fiihrt eine
passende Bezeichnung ein. Man zerlegt die gestellte Bedingung in Teile ; man schreibt
die Teilbedingungen moglichst iibersichtlich auf.

Sodann gilt es, einen Plan zu entwerfen. Man sucht eine Beziehung zwischen dem
Gegebenen und dem Gesuchten. Man zerlegt die Voraussetzung in Teile. Man fragt:
kann man aus dem Gegebenen oder aus den einzelnen Teilen des Gegebenen etwas
Niitzliches ableiten ?

Noch fruchtbarer ist es in den meisten Fillen, vom Gesuchten auszugehen. Das ist
das Verfahren der Analyse, das PAPPoOs bereits sehr klar geschildert hat. «Man nehme
das Gesuchte an», sagt PAPPOS, «als ob es schon verwirklicht wire. Daraus ziehe man
Schliisse und weitere Schliisse, so lange, bis man beim Gegebenen anlangt. Schliesslich
versuche man, die Schliisse umzukehren und so vom Gegebenen zum Gesuchten zu
kommen. »

Wird nicht eine Konstruktion, sondern ein Beweis verlangt, so sucht man oft mit
Vorteil einen indirekten Beweis. Man nimmt an, die Behauptung sei falsch, man zieht
auch noch das Gegebene heran, und man schliesst so lange weiter, bis man auf einen
Widerspruch kommt. Oft gelingt es nachher, den Beweis direkt zu fiihren, aber zu
finden ist der indirekte Beweis manchmal leichter, weil man dabei mehr voraussetzen
kann, nimlich das Gegebene und die Falschheit des Behaupteten. Von beiden Seiten
aus schliessend, hat man eine Chance, sich in der Mitte zu treffen.

Sehr fordernd ist auch die Analogie. Man sucht ein verwandtes oder dhnliches
Problem und fragt: Kann man die Methode benutzen, oder kann man das Ergebnis
benutzen ?

Eine sehr niitzliche Frage ist: Schau auf die Unbekannte! Kennst du ein Problem
mit derselben oder einer dhnlichen Unbekannten ?

Gelingt das alles nicht, so wird man das Problem anders formulieren, ein dquivalen-
tes Problem finden. Insbesondere wird man auf die Definitionen zuriickgehen. Die
Definition der Parabel erweckt in unserem Geist ganz andere Vorstellungen als das
Wort Parabel. Die anderen Vorstellungen, die so in Bewegung gesetzt werden, sind
vielleicht gerade die richtigen, die zur Losung fiihren.

Sodann kann man das Problem variieren. Man sucht ein bescheideneres, ein spe-
zielleres Problem. Oder man sucht ein allgemeineres Problem, das das aufgegebene
als Spezialfall enthilt. Man kann das Gegebene variieren oder das Gesuchte variieren.
Man kann zunichst einen Teil des Problems16sen, einen Teil der Bedingung befriedigen.

Fiihrt das alles nicht zum Ziel, so muss man Zwischenglieder suchen. Meistens geht
man dabei vom Ende aus. Man sagt sich: wenn ich dieses hitte, so konnte ich auch
das Problem l6sen. Man stellt sich also ein Hilfsproblem, man zieht eine Hilfslinie
oder man nimmt einen Hilfssatz zunéchst einmal als richtig an.

Hat man einmal einen Plan, so kénnen bei der Durchfiihrung des Planes neue Pro-
bleme entstehen. Die einzelnen Schritte miissen wirklich durchgefiihrt, das vorldufig
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Angenommene muss sauber bewiesen werden. Fiir diese neuen Probleme gilt das-
selbe wie fiir das urspriingliche Problem.

Hat man die vollstindige L6sung eines Problems gefunden, so wird der Schiiler
meistens erleichtert die Feder aus der Hand legen. Der erfahrene Mathematiker aber
wird immer eine Nachbetrachtung anstellen. Er fragt sich: Was ist wesentlich an der
Methode ? Kann ich es kiirzer machen ? Kann ich dieselbe Methode fiir weitere Pro-
bleme beniitzen ? Oder kann ich das Ergebnis weiter verwerten ?

Dem geschulten Mathematiker wird das alles vielleicht trivial vorkommen. So hat
er es ja immer gemacht! Aber es bleibt doch verwunderlich, dass das alles sich allge-
mein und doch prizis sagen ldsst.

Man koénnte schliesslich einwenden: « Ja, aber ohne Einfall niitzt das alles nichts!»

Der Einwand ist berechtigt, aber mir scheint doch, dass die bewusste Uberlegung
den Einfall vorbereitet. Das bewusste Denken setzt die Vorstellungen in der richtigen
Weise in Bewegung; es steckt ein Ziel und gibt die Richtung an. Wenn das Problem
richtig angesetzt ist und man die richtigen Analogien zu bereits gelésten Problemen
heranzieht, so geniigt oft ein ganz kleiner Einfall.

Als Beispiel betrachten wir einmal die berithmteste Entdeckung des ARCHIMEDES:
den Inhalt und die Oberfliche der Kugel. ARCHIMEDES hat bewiesen, dass die Kugel
dem Inhalt nach gleich zwei Dritteln des umbeschriebenen Zylinders ist und dass ihre
Oberfliche gleich viermal der Fliche eines Grosskreises ist. Ein Relief der Kugel und
des Zylinders ist auf seinen eigenen Wunsch in seinen Grabstein gemeisselt. ARCHI-
MEDES selbst betrachtete also diese Entdeckung als besonders wichtig und schon.

Wie ARCHIMEDES diese Sitze gefunden hat, dariiber haben wir zum Gliick einen
Bericht aus seiner eigenen Feder in der Abhandlung Ephodos, das heisst Methode?).

Zuerst fand ARCHIMEDES den Kugelinhalt. Nun suchte er, die Oberfliche zu be-
stimmen. Er liess sich, wie er selbst sagt, von der Analogie mit dem Kreise leiten.
«Kennst du ein verwandtes Problem ? » so lautet eine der regelméssig wiederkehrenden
Fragen bei P6Lya, und die Analogie zwischen Kreis und Kugel lag fiir ARCHIMEDES
wirklich auf der Hand. Die Kreisfliche, das wusste ARCHIMEDES schon, ist gleich der
Fliche eines Dreiecks, dessen Basis gleich dem Kreisumfang und dessen Héhe gleich
dem Kreisradius ist. Ebenso wird nun, so iiberlegte er sich, die Kugel denselben Inhalt
haben wie ein Kegel, dessen Basisfliche gleich der Kugeloberfliche und dessen Héhe
gleich dem Kugelradius ist. Ausserdem wusste er bereits, dass die Kugel gleich zwei
Ditteln des umbeschriebenen Zylinders ist, also viermal so gross wie ein Kegel, dessen
Hohe der Radius und dessen Basisfliche ein Grosskreis ist. Also schloss er, dass die
Kugeloberfliche viermal so gross ist wie ein solcher Grosskreis. Ein Beweis ist das
nicht, das wusste ARCHIMEDES ganz genau, aber es gab ihm doch die Uberzeugung
von der Richtigkeit des Ergebnisses. Und das ist sehr viel wert, «denn wenn man
einmal eine gewisse Kenntnis des Gesuchten erworben hat», so schreibt er selbst, «so
ist es viel leichter, den Beweis zu fiithren, als wenn man noch nichts davon weiss.»

Aber wie fand ARCHIMEDES den Kugelinhalt? Wieder durch Analogie mit einem
schon gel6sten Problem. In derselben Abhandlung Ephodos erzihlt ARCHIMEDES uns
nimlich, wie er durch eine mechanische Methode den Flicheninhalt eines Parabel-
segmentes gefunden hat.

1) Ubersetzung und Kommentar von H. G.ZEUTHEN, Bibl. Math. [3] 7 (1906).
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ARCHIMEDES denkt sich das Parabelsegment etwa aus einer diinnen Metallplatte
ausgeschnitten und hingt es als Ganzes am Ende eines Hebelarmes auf. Er gibt die
Uberlegung in einer solchen Form, dass sie auch fiir schiefe Segmente gilt; in der
heutigen Darstellung wollen wir aber, um die Anschaulichkeit zu erhéhen, das Para-
belsegment symmetrisch mit vertikaler Achse annehmen und es an einen waagrechten
Hebelarm aufhidngen. Beide Hebelarme werden gleich der abschneidenden Strecke
des Parabelsegmentes gemacht. An den andern Arm héingt man ein rechtwinkliges Drei-
eck auf, dessen Hypotenuse parallel der Parabeltangente ist, so dass ein kongruentes
Parabelsegment gerade dem Dreieck einbeschrieben werden kann. Das Dreieck wird,
im Gegensatz zum Segment, nicht am Ende des Hebelarmes aufgehingt, sondern es
hingt am Hebelarm selbst mit der Spitze am dussersten Ende.

W

n
Fig.1

Nun wird behauptet, dass das Parabelsegment mit dem Dreieck Gleichgewicht
macht. Um das klarzumachen, wird das Segment durch senkrechte Geraden in diinne
Streifen zerschnitten, so diinn, dass jeder Streifen als eine Strecke betrachtet werden
darf. Ebenso wird das Dreieck in diinne Vertikalstreifen zerlegt, die als Strecken
betrachtet werden. Jede dieser Strecken macht Gleichgewicht mit einer Strecke in
der Parabel; das folgt sehr leicht aus der Gleichung der Parabel und aus dem Hebel-
gesetz, das ARCHIMEDES selbst entdeckt hat. Also, so schliesst er, muss das ganze
Parabelstiick, das ja aus allen den Strecken zusammengesetzt ist, Gleichgewicht
machen mit dem ganzen Dreieck.

Andererseits kann man das Dreieck auch in seinem Schwerpunkt aufhidngen; fiir
die Wirkung auf den Hebel macht das nichts aus. Betrachtet man den Hebelarm als
Hohe des Dreiecks, so liegt der Schwerpunkt auf einem Drittel der Héhe. Da nun der
Hebelarm, an dem das Parabelsegment hingt, dreimal so lang ist wie der Hebelarm
des Dreiecks bis zum Schwerpunkt, so muss das Gewicht des Metalldreiecks dreimal
so gross sein wie das Gewicht des Parabelsegmentes, das heisst, die Fliche des Seg-
mentes ist ein Drittel der Dreiecksflache.

Ein Beweis ist das natiirlich nicht, denn eine Fliche ist keine Summe von Strecken,
aber iiberzeugend ist es wohl.

Dies hatte ARCHIMEDES also schon friiher gefunden. Nun stellte er sich das Problem,
den Inhalt der Kugel mit derselben Methode zu finden. Er dachte sich also die Voll-
kugel am Ende eines Hebelarms aufgehidngt und fragte, was man am anderen Arm
aufhingen muss, damit Gleichgewicht eintritt.

Schneidet man wieder die Vollkugel durch parallele Ebenen in kreisférmige Schei-
ben und nennt x den Abstand einer solchen Scheibe zu einem der beiden Pole, so ist
der Flicheninhalt einer Scheibe proportional zu x (@ — x). Die moderne Bezeichnungs-
weise verrit schon, dass es sich nur um einen Versuch von mir handelt, mich in
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den Gedankengang des ARCHIMEDES hineinzuversetzen, nicht um eine authentische
Uberlieferung.

Belastet man nun den anderen Arm im Abstand x mit einem Flichenstiick propor-
tional zu (4 — x), so bilden diese Flidchenstiicke zusammen einen Koérper, der mit der
Vollkugel Gleichgewicht macht. Man konnte den Korper etwa als dreiseitiges Prisma
annehmen; die Situation wird dann genau so wie bei der Parabel. Um die Hoéhe des
Prismas zu finden, miisste man aber zuerst die Quadratur des Kreises l6sen, denn
eine der rechteckigen Seitenflichen des Prismas muss viermal so gross sein wie ein
Grosskreis der Kugel.

Fig.2

So hitte ARCHIMEDES es also tun kénnen. Er hat es aber nicht so getan, sondern er
hat eine elegantere Losung gewihlt, bei der nur Rotationskorper verwendet werden.
Er hingt an dem gleichen Hebelarm wie die Kugel noch einen Kegel auf, dessen Hohe
gleich dem Kugeldurchmesser ist und dessen Basis denselben Durchmesser als Radius
hat. Der Fliacheninhalt eines Kreisschnittes im Abstand x von der Kegelspitze ist
proportional zu x%. Addiert man das zum friitheren x (d — x), so erhidlt man nach einer
ganz einfachen Rechenregel, die sogar ausdriicklich bei EUKLID steht, x 4. Also macht
die Summe der beiden Kreisscheiben, am Ende eines Hebelarmes von der Linge 4
aufgehingt, Gleichgewicht mit einer Kreisscheibe vom konstanten Radius 4, aufge-
hdngt im Abstande x vom Drehpunkt des Hebels. Diese Kreisscheiben bilden zu-
sammen einen Zylinder mit der Hohe 4, dessen Grundkreisradius ebenfalls gleich d ist.
Hingt man also diesen Zylinder am anderen Hebelarm auf, so wie es in der Figur
angegeben ist, so macht er Gleichgewicht mit der Kugel und dem Kegel zusammen.

Genau so verlduft, abgesehen von der Bezeichnung, die Argumentation des ARCHI-
MEDES. Man sieht also: Wenn man einmal den Grundgedanken der Hebelmethode
hat, ist alles iibrige durch die Analogie mit dem einfacheren Fall der Parabel leicht
zu finden. Dass ARCHIMEDES den Kegel hinzunahm, um das quadratische Glied x2
wegzuheben, war ein netter kleiner Einfall, aber unbedingt nétig war dieser Einfall
nicht, denn mit dem Prisma wire es auch gegangen.
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Nachdem ARCHIMEDES so den Inhalt und die Oberfliche der Kugel gefunden hatte,
entstand eine neue Frage, nimlich: Wie beweist man das alles ?

Wiederum war es die Analogie mit dem Kreis, die ihn leitete. Die Kreisfliche hatte
bereits EUDOX0s von aussen und von innen durch um- und einbeschriebene regulire
Polygone angendhert. Eupoxos hatte bewiesen, dass die Fliche zwischen den
beiden Polygonen beliebig klein gemacht werden kann, und daraus abgeleitet, dass
die Kreisfliche proportional dem Quadrat auf dem Radius ist.

ARCHIMEDES denkt sich nun die Kugel durch Rotation des Kreises um einen Durch-
messer entstanden. Er ldsst ein um- und ein einbeschriebenes regulires Polygon von
gerader Seitenzahl ebenfalls um eine gemeinsame Diagonale rotieren und erhilt so
zwel Rotationskérper, die die Kugel zwischen sich einschliessen. Der eine Korper ist
grosser als die Kugel, der andere kleiner, und die Differenz zwischen den beiden
Rauminhalten kann beliebig klein gemacht werden. Das gleiche gilt fiir die Ober-
flichen. Nun handelt es sich bei den Oberflichen darum, zu beweisen, dass die vier-
fache Flache eines Grosskreises ebenfalls klginer ist als die dussere, aber grosser als die
innere Rotationsfliche. Hat man das, so folgt nach bekannten Schliissen, dass die
Oberfliche der Kugel nicht kleiner und nicht grosser sein kann als die vierfache
Kreisfliche. So wird das Problem erheblich vereinfacht: statt einer Gleichung fiir die
unbekannte Kugeloberflache hat man nur Ungleichungen zwischen bekannten Kreis-
und Kegelflichen zu beweisen. Letzten Endes kommt alles auf den Beweis einer
planimetrischen Ungleichung hinaus, die Summen von Sehnen in einem Kreis betrifft.
Bei den Rauminhalten ist es etwas komplizierter, aber dieselbe Methode fiihrt schliess-
lich auch hier zum Ziel.

Fiir die Zurtickfithrung auf ein viel leichteres Problem ist kein einziger neuer
Einfall notig. Eine geniale Eingebung liegt dem Ganzen zugrunde: die Idee mit
dem Hebel. Alles iibrige ist in der Hauptsache systematisches bewusstes Denken,
scharfsinniges und unermiidliches Verfolgen der einen grundlegenden Idee bis in die
letzten Konsequenzen. In einem anschliessenden Aufsatz hoffe ich, dies alles ndher
auszufiihren.

Authentische Berichte von Mathematikern iiber die Art, wie sie zu ihren Entdek-
kungen gekommen sind, sind sehr selten. Deshalb will ich jetzt iiber ein eigenes
Erlebnis berichten.

Es ist manchmal schwer, in der Erinnerung Einfall und Uberlegung scharf zu
trennen. In dem besonderen Fall aber, den ich im Auge habe, wird die genaue Fixie-
rung der angestellten Uberlegungen in der Erinnerung dadurch erleichtert, dass sie
alle ausgesprochen wurden. Wir waren zu dritt: ARTIN, SCHREIER und ich, und alle
Uberlegungen, die einer von uns anstellte, wurden sofort den andern mitgeteilt.

Wir diskutierten eine Vermutung von BAUDET tiber arithmetische Reihen von gan-
zen Zahlen. BAUDET hatte vermutet: Wenn man die Menge aller natiirlichen Zahlen
in zwei Klassen einteilt, so liegt in mindestens einer dieser Klassen eine arithmetische
Progression von / Gliedern, wobei ! beliebig gegeben sein kann. ARTIN hatte eine Idee;
wir iiberlegten gemeinsam, wie weit sie fithrte. Da kamen wir auf einen toten Punkt
und schauten die Kritzelzeichnungen an der Tafel einige Zeit schweigend an. Auf
einmal hatte ich einen Einfall, begleitet von demselben Gefiihl der vollkommenen
Sicherheit, das in denh Berichten von PoiNcARE und HADAMARD auch erwdhnt wird.
Ich sagte zu ARTIN und SCHREIER: «So geht es.»



128 B. L. vaN pER WAERDEN: Einfall und Uberlegung in der Mathematik

Sie wollten es zuerst nicht glauben. Sie sagten: «Nun ja, in dem einfachsten Fall
von nur zwei Klassen und einer dreigliedrigen arithmetischen Reihe, da geht es so,
aber doch nicht allgemein.» Ich zeigte ihnen aber, dass im nachsthéheren Spezialfall
derselbe Beweisgedanke zum Ziel fiihrt. Da sahen sie auch, dass der Beweis
gefunden warl).

Wenn ich nun nachtriglich den Einfall genauer analysiere, so sehe ich, dass die
bewussten Uberlegungen, die wir zuerst gemeinsam, dann einzeln angestellt hatten,
bevor der Einfall kam, ganz wesentlich waren. Sie fithrten bereits ganz nahe an die
Losung. Der Einfall war nur der Funken, der iibersprang, nachdem die beiden Pole
ganz nahe zusammengebracht waren.

Wie verhilt sich nun der Einfall zur bewussten Uberlegung ?

Uberlegung gibt es vor und nach dem Einfall. Was nach dem Einfall kommt, ist
nicht mehr so wesentlich: es ist nur ein Ausarbeiten der bereits gefundenen Losung
oder, wie HINDEMITH es in seinem Vortrag iiber die musikalische Inspiration aus-
driickt, ein Wiederfinden von dem, was man einmal blitzartig klar vor sich gesehen
hat. Natiirlich konnen bei diesem Ausarbeiten neue Probleme auftauchen; dann ist
eben eine neue Vorbereitung und ein neuer Einfall nétig.

Die Hauptarbeit des bewussten Denkens findet vor dem Einfall statt. Der Einfall
soll vorbereitet, soll provoziert werden. Dazu ist es vor allem nétig, das Problem
richtig zu stellen und klarzumachen. Die Bedingungen zu formulieren, denen der
Einfall zu geniigen hat, den Vorstellungen eine Richtung zu geben, das ist die Auf-
gabe des bewussten Denkens.

Manchmal war die Richtung, in die man die Vorstellungen dirigiert hat, zu eng
begrenzt. Man ist dann «verbohrt»: man findet die Lésung nicht, die etwas abseits liegt.
In solchen Fillen muss man etwas warten, voriibergehend an etwas anderes denken,
die Gedanken abschweifen lassen. Das vorbereitende Denken bleibt aber richtung-
gebend, wenn auch in weiteren Grenzen als anfangs, wo man sich scharf auf eine
Blickrichtung konzentrierte.

Eines ist jedenfalls klar: die Elemente der Losung sind alle in unserer Vorstellungs-
welt vorhanden ; sonst kénnten wir ja das Problem iiberhaupt nicht 16sen. Man muss
nur die richtige Kombination finden. Durch Analogie mit anderen Problemen und
durch die Bedingungen und Gegebenheiten des Problems selbst geleitet, stobert man
herum in seinen bewussten und unbewussten Vorstellungen, bis die richtige Kombi-
nation zum Vorschein kommt.

Es ist wie beim Wiedererkennen, beim Erinnern eines Namens zum Beispiel. Zuerst
muss man sich den Menschen richtig anschauen, dann gibt man dem Unbewussten
den Auftrag, die Erinnerungsbilder an den Menschen und seinen Namen aus dem
Archiv herauszusuchen.

Welche Rolle spielt nun dabei der Schonheitssinn, den POINCARE und HADAMARD so
stark betonen? POINCARE stellt die Frage so: Wie soll das Unbewusste aus allen den
vielen moglichen Kombinationen die richtigen, das heisst fruchtbaren, herausfinden ?

1) Ich habe den vollstindigen Beweis dann im Nieuw Archief voor Wiskunde 15, 212 (1926) dargestelit.
A. CHINTSCHINE hat in seinem sehr schonen Biichlein Dres Perien der Zahlentheorie die Geschichte des
Problems so dargestellt, als ob ich die Losung in Gottingen allein gefunden hitte, wihrend ich sie schon
vorher in Hamburg mit ARTIN und SCHREIER gemeinsam gefunden hatte. Auf die Uberlegungen, die zur
Losung gefiihrt haben, hoffe ich in einem besonderen Aufsatz zuriickzukommen.
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Seine Antwort lautet: durch den Schoénheitssinn. Bevorzugt werden die Kombi-
nationen, die uns gefallen.

Ich will die grosse Bedeutung des Schonheitsgefiihls fiir unser Denken keineswegs
leugnen. Was uns gefillt, interessiert uns am meisten, und was uns interessiert, wird
vorzugsweise ins Bewusstsein geholt. Aber allein ausschlaggebend ist der 4sthetische
Sinn nicht. Sonst wiirden wir ja das Gefiihl der Richtigkeit, der unmittelbaren
Gewissheit nicht haben, das unsere Einfille so oft begleitet. Es ist wie beim Wieder-
erkennen: nicht das schonste Gesicht, nicht der schénste Name sollen herausgeholt
werden, sondern der richtige!

Gewiss, schone und interessante Gesichter merkt man sich leichter, sie drdngen
sich dem Bewusstsein mehr auf, aber sie werden deswegen noch nicht dem Bewusst-
sein prasentiert mit dem Gefiihl: ja, der ist es.

So ist es auch in der Mathematik. Schone, symmetrische, elegante Vorstellungs-
kombinationen haben mehr Chance, die richtigen zu sein; sie werden auch leichter
aufgefunden, weil sie uns besser gefallen, aber das Gefiihl der Sicherheit, das einen
Einfall so oft begleitet, hat eine andere Quelle.

Es ist eine Erfahrungstatsache, dass es ein Gefiihl der unmittelbaren Evidenz, der
intuitiven Sicherheit gibt, in der Mathematik wie im Leben. Dieses Gefiithl nun stammt
aus dem Unbewussten. Wir sehen einen guten Bekannten und erkennen ihn sofort
wieder. Das beruht nicht auf einer bewussten Vergleichung mit Erinnerungsbildern,
denn diese werden uns gar nicht bewusst. In unser Bewusstsein tritt nur die Uber-
zeugung: Der ist es. Diese Uberzeugung muss aber letzten Endes auf einer Ver-
gleichung mit Erinnerungsbildern beruhen. Also findet die Vergleichung im Unbe-
wussten statt.

Das Unbewusste ist also imstande, nicht nur zu assoziieren und zu kombinieren,
sondern auch zu wurteilen. Das Unbewusste urteilt intuitiv, aber das Urteil ist unter
giinstigen Umstdnden ganz sicher. Wir wissen : Das ist er, ich habe ihn wiedererkannt.

Kehren wir nun zur mathematischen Erfindung zuriick, so kénnen wir zusammen-
fassend sagen: Das Unbewusste hat drei Richtlinien bei der Auswahl der brauchbaren
Vorstellungskombinationen. Erstens wihlt es vorzugsweise schone Kombinationen.
Zweitens tritt bei gewissen Begriffsverbindungen die Intuition der Richtigkeit, der
Evidenz hinzu. Schliesslich hat das Unbewusste ja vom Bewusstsein einen Auftrag
erhalten: die gewiinschte Begriffskombination soll Bedingungen erfiillen, die das
Bewusstsein gestellt hat. Durch bewusstes Denken habe ich mir klar gemacht: Wenn
ich so etwas finden wiirde, dann wire die Aufgabe gelost. Das Unbewusste hat, wie
ein gewissenhafter Archivar, etwas gefunden, das die Bedingungen erfiillt, also kann
es das Gefundene getrost vorlegen und sagen: Das ist die Lésung.

Conchoid and Negative Circle
1.

In working out problems and constructions in the negative-Euclidean (polar-Euclid-
ean) space determined by an ‘absolute point’ O functioning as point-at-infinity
within, it is convenient to be able to relate this space in a standard way to the
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