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114 Aufgaben

Die obige Ableitung enthidlt keinen Kunstgriff und bendétigt nur wenige der einfach-
sten Hilfssdtze. Dass man mit Hilfe tautologischer Umformungen aus den Gleichungen
(1) und (2) auch Gleichungen hoheren Grades, als es die Gleichung (19) am angefiihrten
Orte ist, erhalten kann, ist selbstverstdandlich. Jedenfalls sind die Gleichungen (1) und (2)
einfacher als das System der Gleichungen (1) bis (10) am angefiihrten Ort.

R.LAUFFER, Graz.

Anmerkung der Redaktion: Reiches Material iiber regelmissige Vielecke findet man
in der schonen Arbeit von G. DosTOR: Théorie générale des polygones étoilés, J. Math.
pures appl. 6, 343-386 (1880).

Aufgaben

Aufgabe 160. Es sind 2( ) nd 2( ot R ) zu bestimmen.
P. BUCHNER, Basel.

Lisung : Bedeutet S,, = a,,, die erste, T,, = a,,,_, die zweite der Summen in der Aufgabe,
so findet man mit dem Bildungsgesetz des Pascalschen Dreiecks sofort die Beziehungen
T,+S,=T,41, Sp+ T, 1=S,;1, also gilt allgemein a,=a,_,+a,_,. Wegen
So=ay=1, T,=a, = 1sind die a,, identisch mit den Fibonaccischen Zahlen1,1, 2,3, 5, .

Die bekannte explizite Darstellung ergibt sich aus der in der Umgebung von Null
giiltigen Reihenentwicklung

(1-—2—22)—1=b0+b12+b222+~~-.

Hier muss offenbar b; , , — b; ., —b; = 0 und by= b, = 1 gelten. Also ist a; = b;. Die Partial-
bruchzerlegung von (1 —z — z2%)~! gibt

- — ! WO ke o £ Vs
g (1 —z/ag) /5 o (1 —z/a) V5 2 :

Durch Reihenentwicklung der Partialbriiche folgt

(o <]

k=0
also ist

n+1_ gntil 1 145 \*t! 1—)5 \"*!
ay = = azl/ = I/ {( e ) B (_———5) }'
(g )"+ 1)'5 5 A 2
K. RIEDER, Riehen.

Eine Losung der Aufgabe findet man auch in E. NeT1TO, Lehrbuch der Kombinatorik
(Teubner, Leipzig 1927, S. 247), wo weitere dhnliche Summationen behandelt sind.
(Nachtridgliche Mitteilung des Aufgabenstellers.)

Weitere Lésungen sandten A. BAGER (Hjerring, Didnemark), L. BERNSTEIN (Tel-Aviv),
P.BoLLi1 (Genf), F. GoLDNER (London), R.LAUFFER (Graz), R. W.MERKEL (Karlsruhe).

Aufgabe 161. Eine Kegelfliche zweiter Ordnung mit der Spitze S werde von einer
Ebene ¢, in einem Kegelschnitt K, geschnitten. F sei ein Brennpunkt von K,. Man be-
weise: Liegt die Ebene ¢, spiegelbildlich zu ¢, in bezug auf die in F errichtete Normal-
ebene zu FS, so schneidet ¢; den Kegel in einem Kegelschnitt K; mit demselben Brenn-
punkt F. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht.
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Lésung: Die Involution, die von den durch F gehenden in bezug auf k, konjugierten
Strahlen gebildet wird, ist rechtwinklig. Projiziert man diese Strahleninvolution mit dem
Ebenenbiischel FS auf ¢,, so erhdlt man die Strahleninvolution von F in bezug auf &,
in ¢,. Diese Strahleninvolution ist aber infolge der Symmetrie von ¢, und ¢, beziiglich
der zu FS senkrechten Ebene durch F mit der in ¢, liegenden Strahleninvolution gleich-
winklig, das heisst rechtwinklig. F ist also ein Brennpunkt von k2,. J.ScHopp, Budapest.

Herr A. UNTERBERGER (Bludenz) weist darauf hin, dass im Fall des Rotationskegels
der Beweis auch elementar mittels der Dandelinschen Kugeln gefiihrt werden kann.

Weitere Losungen sandten F. GoLDNER (London), R. LAUFFER (Graz), A. StoLL
(Ziirich).

Aufgabe 162. Bei einem Kugelausschnitt von gegebenem Volumen V sei » der Radius
der Kugel, d der Durchmesser des Kantenkreises, # die Hohe der Kugelkappe
(0< 2 = 27, so dass auch nichtkonvexe Teile der Kugel und die ganze Kugel zugelassen
sind). Man stelle die Oberfliche F dieses Koérpers als Funktion der unabhingigen Varia-
blen » dar und bestimme die Extremwerte der Oberfliche. R. LAUFFER, Graz.

Losung: 1. Esist 3V=2nv?h und 2F=4narh+ nrd, ferner

d2=4h(2r—h) =

6V 2y 3V 3V(4ari-3V)
m e ( N 27172) o ntyd :

Daraus folgt
2Fr—6V)2=n2v4d?=3V (4nr*-3V),
somit

6V )3V (4nr®—3V)

il 27

2. Fiir die Diskussion des Verlaufes von F erweist sich der Formparameter

x——i—ct v
~7Zn 83

als besonders giinstig. w ist der Offnungswinkel des Sektors, ¥ durchlauft also alle posi-
tiven Werte. Fiir x = 0 wird der Sektor zur Kugel. Damit wird 27 = (¥2+ 1) A, somit
6V=n(x*+1)2h% und 2F=2na7rh(x+ 2)=n(x24+1) (¥ + 2) k2. Daraus folgt

C(x+2 mit  CS— OnV?

VrrL z_

Massgebend fiir den Verlauf von F bei positiven x ist also die Funktion

F =

(#+2)°
x4+ 1

Ihre Ableitung y’= (¥ + 2)2? (¥2— 4 x + 3)/(¥2+ 1)? hat als einzige positive Nullstellen
=1 und »=3. Fiir diese wird y”= (¥ + 2)?(2x —4)/(¥*+1)2. Bei »=1 liegt also
ein relatives Maximum, bei ¥ = 3 ein relatives Minimum vor, und zwar ist y(1) = 27/2
und y(3) = 25/2. Beide werden fiir positives x# ein zweites Mal angenommen. Es ist
namlich

2(x+2)3—-27(#*+1)=(x—1)2(2x—11)
und

2(x+2)2—25(224+1)=(x—-3)2(2x-1),

somit y(1) = y(11/2) und y(3) = y(1/2). Rechts von » = 11/2 wichst y unbegrenzt, und
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links von x =1/2 sinkt es unter das relative Minimum und erreicht mit y(0) = 8 die

untere Grenze im positiven x-Bereich. Folgende Tabelle gibt eine Ubersicht:

x hfr tg (w/2) y(x) r{x)[r(0) F(x)[F(0)
0 2 0 8 1 1
1/2 8/5 — 4/3 25/2 5/4 ~ 1,16
1 1 oo 27/2 2 ~ 1,19
3 1/5 3/4 25/2 10 ~ 1,16
11/2 8/125 44/117 27/2 125/4 ~ 1,19
00 0 0 00 oo fod)

Fiir die nichtkonvexen Kugelsektoren gegebenen Volumens bildet also die Halbkugel
die obere und die Vollkugel die untere Oberflichengrenze, wihrend die konvexen Kugel-
sektoren fiir tg(w/2) = 3/4 ein Oberflichenminimum besitzen, welches um rund 169,
grosser ist als die gleichvolumige Kugelfliache. A.StoLt, Ziirich.

Weitere Losungen sandten A. BAGER (Herring, Dianemark), F. GoLpNER (London),
J. KAurL (Landshut, Bayern), L. KiEFFER (Luxemburg), E. PLiss (Riken, Murgen-
thal), A. ScHwARz (Seuzach), A. UNTERBERGER (Bludenz).

Aufgabe 163. Démontrer que m étant un nombre naturel quelconque et s le nombre
des chiffres du nombre m (en représentation décimale), il existe un nombre naturel
tel que les s premiers chiffres du nombre #2 coincident respectivement avec les chiffres
du nombre m. W. S1ERPINSKI, Varsovie.

Lésung: Sind m und p natiirliche Zahlen, dann kann man fy;ﬁ mit Hilfe eines endlichen
Dezimalbruches w beliebig genau so approximieren, dass w? — m > 0 beliebig klein
wird. (Die letzte Ziffer in der Dezimalbruchentwicklung ist aufzurunden!) Es gibt daher
unendlich viele Dezimalbriiche w, so dass w?=m +d und 0< d< 1 ist. Hat w nach
dem Komma ¢ Ziffern, so hat die natiirliche Zahl n=w.10? wegen #? =m . 107!+ d.107¢
die Eigenschaft, dass die ersten s Ziffern von #? mit den s Ziffern von m zusammen-
fallen. Es gibt unendlich viele Zahlen » mit dieser Eigenschaft. R. LAUFFER, Graz.

Weitere Losungen sandten A.BAGER (Hjerring, Danemark), M. Fre1 (Ziirich), A. UN-
TERBERGER (Bludenz).
Aufgabe 164. Calculer 'intégrale

00

dx
/arctga x arctgb X5
0

(@=0,b=0)

H. PReEMEEKAMP, Delft.

Lisung: Das Integral ist gleichmaéssig konvergent und eine stetige Funktion F(a, b)
von a und b. Man findet fiir a> 0

00
oF arctgbx
oa ——fx(1+a2x2) az,
0

o0 oo

dx A ax
2 B2 _
a/l—{-a’-nﬂ by/ 14 b2x2
0 0

oo
0%F dx 1
0aob | (1+a?x?) (1+b%x%)  a%-b?
0

_ 1 (= _nb)_ n
"as—bﬂ(‘z‘“ 2°)T Z@+to) "



Neue Aufgaben 117
Hieraus folgt durch Integration

oF 7

Setzt man b =0, so verschwindet 0F/da, und man erhilt

p(a) = —;ma.

Integriert man jetzt nach a, so erhilt man

F(a, b) =

N

{(@a+d)In(a+b) —alna}+ p(b).

Fiir a = 0 ergibt sich wegen F(0,b) =0 und limalna = 0, dass

a=0

p(b) = __’21 Inb.
Hieraus folgt

F(a, b) =%{(a+b) In(a+b) —alna —b1nbd}.

L. BERNSTEIN, Tel-Aviv.

Weitere Losungen sandten P. BorLL1 (Genéve), F. GoLDNER (London), R. LAUFFER
(Graz).

Neue Aufgaben

790. Es sind Drehflichen zu suchen, die bei Normalprojektion auf eine Ebene einen
scheinbaren Umriss unverdnderlicher Form zeigen, das heisst eine Umrisslinie, die
bei Veranderung der Achsenneigung nur eine MafBstabsinderung erfihrt (einfach-
stes Beispiel: Drehparaboloid). W. WuNDERLICH, Wien.

791. Von den eine gegebene Parabel doppelt beriihrenden Kreisen konstruiere man
erstens diejenigen, die durch einen gegebenen Punkt gehen, und zweitens diejeni-
gen, die eine gegebene Gerade beriihren. J. Scuopp, Budapest.

7192. Gegeben sei die additive Abelsche Gruppe der Ordnung 4 vom Typus (2, 2) mit
der Additionstafel

|
S

o o8 O
o 8 OO
> © 8
QO O O
S8 o0

In dieser Gruppe wird eine (im allgemeinen weder kommutative noch assoziative)
Multiplikation eingefiihrt, wobei

0-0=0-a=0-b=0.¢c=a-0=b:-0=c-0=0
gelten soll. Fiir die drei Elemente a, b, ¢ kann eine Multiplikationstafel beliebig fest-

gelegt werden, wobei als «Produkte» alle vier Elemente 0, a, b, ¢ auftreten kénnen,
so dass es 4% verschiedene Multiplikationstafeln gibt.
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Man zeige, dass die Multiplikation dann und nur dann beidseitig distributiv
beziiglich der Addition ist, wenn fiir jede Zeile und jede Spalte der Multiplikations-
tafel die «Quersumme» den Wert 0 ergibt. A.BAGER, Hjerring (Ddnemark).

793. Deux points 4 et B se déplacent avec des vitesses constantes sur deux droites a
et b situées dans un méme plan. On donne deux positions 4, et 4, de 4 et deux
positions correspondantes B; et B, de B. Construire la position pour laquelle la
distance 4B est la plus petite possible. CH. VuiLLE, La Chaux-de-Fonds.

Berichtigung. Nach Mitteilung des Aufgabenstellers muss der Schluss von Aufgabe
Nr. 177 folgendermassen lauten: ... et ces sphéres sont orthogonales & une sphére de
rayon g }/1/2, ¢ étant celui de la sphére conjuguée au tétraédre ABCD.

Literaturiiberschau

JosEF LENSE: Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik
3. Auflage, 216 Seiten, 48 Figuren, Verlag Walter de Gruyter & Co., Berlin 1953

Die dritte Auflage des erstmals 1933 erschienenen Lehrbuches unterscheidet sich
nicht wesentlich von der zweiten Auflage aus dem Jahre 1947. Schon nach sechs Jahren
ist eine neue Auflage notwendig geworden; dies zeigt, dass das Buch einem Bediirfnis
weiter Kreise entspricht.

Aus dem Inhalt erwdhnen wir: Asymptotische Reihen, Gammafunktion, Orthogonal-
funktionen, Besselsche Funktionen, Kugelfunktionen, Lamésche Funktionen. Hingegen
enthidlt das Buch keine Tafeln.

Diese wertvolle Zusammenstellung der fiir den Physiker wichtigsten klassischen
Funktionen wird auch weiterhin viel Nutzen stiften. P. Buchner.

GERHARD KOWALEWSKI:
Einfihrung in die analytische Geometrie
4. Auflage, 384 Seiten, 112 Figuren, Verlag Walter de Gruyter & Co., Berlin 1953

Diese vierte Auflage hat der Verfasser vor seinem Tode noch selbst betreuen kénnen.
Ein Lehrbuch von GERHARD KOWALEWSKI ist stets ein wertvolles Geschenk, erfihrt
doch ein Teil der Mathematik eine von einer eigenwilligen, starken Personlichkeit ge-
formte, vom Gewohnten abweichende, interessante Gestaltung, die auch den Kenner
zu fesseln vermag. Starke Uberschneidungen mit seinem ersten Band. Lekrbuch der
hdheven Mathematik, das der Vektorrechnung und der analytischen Geometrie gewidmet
ist, liessen sich nicht vermeiden, immerhin wird jetzt das Wort Vektor durch Strecke
ersetzt.

Nach den vorbereitenden Abschnitten wird die Geometrie auf der Geraden entwickelt.
Eingehende Wiirdigung erfahren die Projektiven- und die Linienkoordinaten. Das
5. Kapitel ist den Kegelschnitten und héheren algebraischen und transzendenten Kurven
eingeriumt. Alsdann werden die Einteilung der Kegelschnitte und die Biischel von
Kurven zweiter Ordnung besprochen. Punkte, Ebenen und Geraden des Raumes bilden
den Gegenstand des niachsten Kapitels, insbesondere werden dabei die Begriffe Kollinea-
tion, Korrelation, linearer Komplex, Regelschar erliutert. Die Flichen zweiter Ordnung
erfahren nur eine knappe Klassifikation, ohne dass auf einzelne Typen eingegangen
wiirde.

Zu wiinschen wire, dass im Inhaltsverzeichnis auch die Paragrapheniiberschriften
aufgefiihrt wiirden. P. Buchner.
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