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Die Simpsonsche Formel fiir die zweifache Integration

Der Grundgedanke dieser Arbeit liegt in der Anwendung der Laplaceschen Trans-
formation fiir die Gewinnung verschiedener Formeln der numerischen Integration,
insbesondere der Simpsonschen Formel fiir einfache und zweifache Quadratur. Zuerst
behandeln wir die A-fache numerische Quadratur:

F(x,) =/""/’/’f(x) dxdx ...dx.

%o %o

Dieses Problem kann zuriickgefiihrt werden auf die Lésung der Differentialgleichung
F(x)* = f(x) mit den Anfangsbedingungen

Flzg) = I'(x9) = F'(x) = -+ = F4(z;) = 0.

Die Anwendung der Laplaceschen Transformation ist naheliegend, und es ist nach
dem Differentiationssatz mit Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen:

L{F(x)"} = 2{{(x)} = p* {F (%)} (1)

Das Integrationsintervall wird in eine Anzahl Intervalle, die untereinander nicht gleich
zu sein brauchen, eingeteilt. Es wird ferner ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
%9 =0 gewihlt. Im Intervall (x,_,, x,) wird die Funktion f(x) ersetzt durch eine
Funktion ¢,(x), welche je nach gewiinschter Genauigkeitsstufe eine Konstante, eine
lineare oder quadratische Funktion sein kann. Es wird dann eine Funktion g,(x) mit
folgenden Eigenschaften definiert:

=0 2 < %y,
ga(x) = (ps(x) Xg—1 <zx< Xs»
=0 x> %,

Thre Laplace-Transformierte ist
X
e} = [o2* g ) dx. @

Die zu integrierende Funktion f(x) kann dargestelit werden als eine Summe der Funk-
tionen g,(x):

) =g;’g,(x).

Weil die Laplace-Transformierte einer Summe gleich der Summe der Laplace-Trans-
formierten der Summanden ist, kann man schreiben

2{f(x) =,.2:”{g""’}'
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Zusammen mit der Gleichung (1) ergibt sich:

Q{F(x)} =Zn‘ L8{g,(#)} ) 3)

A
s=1 P

Q{F (x)} kann fiir gewihlte g,(x) riicktransformiert werden, wodurch man fiir x = x,,
die gewiinschte Quadratur erhilt. Dieses ganz allgemeine Verfahren wird an dieser
Stelle aus Platzgriinden nur auf die zweifache Integration mit quadratischem g,(x)
angewendet.

Das Integrationsintervall wird in 2 » Intervalle eingeteilt. Fiir die Ordinaten
Vos—2> Vas—1, Vas Mit den Abszissen x,;_,, %55 _1, %3, Wird die Gleichung einer quadra-
tischen Parabel aufgestellt:

@s(x) = A, 2%+ B, x + C,.

Fir die Koeffizienten gilt:

A — Vag—2(¥as— ¥as_1) — Vas—1(¥as— ¥as—2) + Vas (¥a5_1— ¥2,_1)

y (%35 — ¥35—1) (25— ¥a5_2) (¥251— ¥35_3) ’
B - _ yaa»a(xés—xgs—l) — Yas—1 (xgs_xgs—z) +y23(x§s—l’"x§s—-n)

s (xzs_xis—l) (xas—xzs—z) (xis—l_xzs—z) ’
C, = Vas—2 Y25 ¥a5—1(¥as— ¥a5_1)

(%35 — ¥gg—1) (¥a5— ¥a5—3) (¥a5—1— Xa5_3)

_ Yas—1%s Xas—3(¥as— ¥ag—a) — Vas Fas—1 ¥s-2(¥as—1— ¥as_9)
(%35 — %34—1) (%35 — ¥as-3) (¥25—1— ¥25—2)

Es ist dann nach der Durchfithrung der Einzelintegrationen entsprechend Glei-
chung (2):

2{F(0)} = 2{ 4 [_ et 2metths  207tA

s=1 pA pl{-l p1+2
' xga_gg_Pst—-z 2 x"_zg"i”"ls—! + 2 ¢ Pras—3
B ’ ol Vi e"Ps Kyg_ye PF20-3 e~ P¥2s—1
TR . T prt A + 1+1
L P P P b
[ ~bpras ~prag—g
e e
-+ Ca L_ p" + P}' ] },

Die Riicktransformation ergibt:

Al (A+1)! - (A +2)!

F(xz”) =i:{As[~ ”'%s(xn'n“'’178.3);l 2"’33 (xtn—xts)l+l z(x!n—'xls)1+2

2X95_g(%n— xas—-s)Hl
(A+1)!

A
%3y _a(¥an— Xag_3)

+ 2 +

+

2 n— ¥as_ )/1-1—2
("s(l—*—;)!a ] +
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_ )l (x —x )l+1 x _(x —x ~)/1
+B [_ Xas (Xan — ¥ag)” (K — %3 I T AL Y 25—2
8 Al (A 4+ 1)! Al
(xzn“xzs—z)ul]
T
(xn"‘xs)l (""n""xs_z);l
+CS[” B R 1} ]}

Fiir A =1 und gleiche Abszissenintervalle, das heisst wenn %,,=2n4x, x,,=2s Ax,
X9s_1= (25 — 1) Ax usf., ergibt sich daraus

A% :
F(xy,) = Tx;'{)’u-z”*” 4 Vos 1+ ym}?

das ist die bekannte Simpsonsche Formel.
Fiir 2 = 2 und ebenfalls gleiche Abszissenintervalle ergibt sich:

F(xp,) = é‘ szf{[(" ~ §) + 1] Vos—g+[4(n—s) + 2] y55 1+ [” — 5] 3’23}-

Das ist die Simpsonsche Formel fiir die zweifache Integration. Die eckigen Klammern
konnen fiir eine bestimmte Intervallzahl im voraus tabelliert werden. Es werden hier
zwei Beispiele der Anwendung fiir 2 » = 12 angefiihrt:

1. Beispiel: 5 »

F(12) = 0/ O/ x?dx dx — 1728.

Nach der soeben entwickelten Formel und in etwas abgekiirzter Schreibweise hat man:
F(12)= 2 12[6- 0+ 2(5- 4+ 416+ 336 + 2- 64 + 100)
+224+18-9+14-25+10-4946-81 4 2-121]
— 2 2502 = 1728.
2. Beispiel:

F(n)=f/sinxdxdx=n.
Oder ¢ o

F(m) = 2 0,26182[6 - 0 + 2 (5 - 0,5000 + 4 - 0,8660 -+ 3 - 1,0000
+2-0,08660 + 1 - 0,5000) + 22 - 0,2588 + 18 - 0,7071
+14-0,9659 + 10 - 0,9659 + 6 - 0,7071 + 2 - 0,2588]
= £ 0,26181 - 68,7552 = 3,1416

mit drei richtigen Dezimalen. GEORGES TORDION, Ziirich.
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