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Natürliche Umformung einer Kurve in ihre Evolute

Wie lässt sich eine ebene Kurve auf natürliche Weise in ihre Evolute umformen
Die folgenden Bemerkungen geben eine naheliegende Antwort auf diese Frage. Die
Evolute ist die Hüllkurve der Schar der Normalen. Dreht man jede Kurventangente
um ihren Berührungspunkt im gleichen Drehsinne um den festen Winkel oc, so erhält
man eine Schar von Geraden. Ist der feste Winkel ein rechter, so hat man als
Hüllkurve der Schar die Evolute. Für jeden festen Winkel et ergibt sich eine bestimmte
Hüllkurve, eine Evolutoide der Kurve. Wächst oc von 0 bis n, so verwandelt sich die

Ausgangskurve (oc 0) über verschiedene Evolutoiden in die Evolute (oc Tt/2) und
weiter über Evolutoiden zurück in die Ausgangskurve (oc tz).

Die vorliegenden Figuren - für den Zeichenunterricht eine interessante, aber nicht
leichte Aufgabe - zeigen die Verhältnisse für eine Ellipse (Figur a, oc 0). Dreht man
jede Tangente um ihren Berührungspunkt im Uhrzeigersinne um den Winkel oc, so

ergeben sich für a 30°, 60°, 75°, 90°, 105°, 120° und 150° die Figuren b bzw. c bis h.
Die Hüllkurven verwandeln sich ausgehend von der Ellipse über die Evolute (Figur e)

zurück in die Ellipse.
Es scheint zunächst ziemlich schwierig zu sein, die Umformung im einzelnen

überschauen zu können. Genauer betrachtet, erweist sich diese Verwandlung der Kurve
in ihre Evolute als ein sehr einfacher Vorgang.

Ist P irgendein Punkt der Kurve, so bezeichnen wir mit tP die Tangente in P, mit
nP die Normale in P, mit MP den Mittelpunkt des Krümmungskreises in P, mit qp
dessen Radius und mit gp die Gerade, die aus tP durch Drehung um P im gewählten
positiven Sinne um den festen Winkel oc hervorgeht.

Von der betrachteten Kurve setzen wir also voraus, dass sie nicht nur in jedem
Punkte eine mit diesem stetig sich ändernde Tangente, sondern auch eine Evolute
besitze. Sind P, Q zwei beliebige Kurvenpunkte und N der Schnittpunkt der
Normalen nP und nq, so konvergiert nach Voraussetzung N gegen einen bestimmten
Punkt M und der Kreis durch P, Q, N gegen einen bestimmten Kreis kP, wenn Q

auf der Kurve gegen P hinstrebt. PM qp ist Durchmesser von kP. Nun gilt:
Fällt man vom KYümmungsmittelpunkt M des KuYvenpunktes P das Lot auf gp, so

ist deY Fusspunkt X dieses Lotes deY BeYühYungspunkt deY GeYaden gp mit deY von ihY

eYzeugten HüllkuYvex).

x) Bemerkxmg: Nach H. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven (Leipzig 1908), Seite 177, war dieser Satz
bereits Räaumur (1709) bekannt.
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Beweis: Wir nehmen ausser P noch einen Kurvenpunkt Q. N sei der Schnittpunkt
der Normalen nP, nQ. Den Schnittpunkt der Geraden gp, gQ durch P bzw. Q bezeichnen

wir mit G. Die Geraden nP, gP und nQ, gQ bilden gleiche Peripheriewinkel [nämlich

r

(tt/2) — oc] im Kreise (P, Q, N) durch die drei Punkte P, Q, N. Da die Schenkel nP, nQ

beide durch den Kreispunkt N gehen, liegt auch der Schnittpunkt G der beiden
anderen Schenkel gQ, gP auf (P, Q, 2V). Strebt nun Q auf der Kurve gegen P, so geht
(P, Q, N) in kp über, und G muss gegen einen Punkt X dieses Kreises konvergieren.
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X ist als Grenzlage des Schnittpunktes G (gp, gQ) für Q -> P der Berührungspunkt
der Geraden gP mit der von ihr erzeugten Hüllkurve. Somit erhält man X als Fuss-
punkt des Lotes vom Krümmungsmittelpunkt M auf gP.

Denken wir uns für jeden Kurvenpunkt P den Kreis kP über PM qp als Durchmesser

konstruiert. Es folgt:
Bei deY Umwandlung eineY KuYve übeY ihYe Evolutoiden in ihve Evolute läuft jedeY

Punkt auf einem KYeise.

Weiter erhält man sofort:
DYeht sich gP mit konstanteY Winkelgeschwindigkeit oj aus deY Anfangslage tP um tz,

so duYchläuft deY von P ausgehende Punkt X mit konstanteY Geschwindigkeit oj qp den
KYeis kP.

Diese Sätze erlauben, die Umformung im einzelnen zu verfolgen und sich ein
anschauliches Bild von ihr zu verschaffen. L. Locher-Ernst, Winterthur.

Sur l'equivalence des polyedres a diedres rationnels

Deux polyedres sont dits equivalents (mod 0) si Ton peut construire Tun avec les

morceaux de l'autre augmente d'un cube. Pour que deux polyedres soient equivalents,
il faut qu'ils verifient les conditions de Dehn. Nous avons montre1) que si deux
polyedres remplissent ces conditions, leur difference est equivalente ä un polyedre dont
tous les diedres sont rationnels. Nous voulons montrer maintenant que:

Un polyedve dont tous les diedves sont Yationnels est equivalent ä un polyedYe dont
tous les diedYes sont des multiples de rc/4.

Avant de passer ä la demonstration elle-meme, nous etablirons deux proprietes
particulieres dont nous aurons besoin par la suite.

a) II existe un polyedre

P(a,f-a) [«<»]

equivalent ä un cube et ayant les proprietes suivantes:
1° Le long d'une arete CC"C (CC" C"C), il a un angle diedre egal ä a le long de

CC" et egal ä (n\7) — a le long de C"C, ces deux diedres ayant une face commune.
2° Tous les autres diedres sont des multiples de n\\.
En effet, considerons d'abord un prisme droit triangulaire AA'BB'CC, la base

etant un triangle isocele de sommet B, l'angle ABC etant egal ä 2 a [nous supposerons
a plus petit que jr/4, ayant le choix entre a et (nj2) — a] (figure 1). Comme a < njA,
il est possible de choisir la longueur AA' de teile sorte que le plan passant par la
diagonale AC et perpendiculaire ä la face AA'CC coupe les faces AA'BB' et BB'CC
suivant des angles diedres egaux ä 3 tz/4 et n\\.

Soient B", D, D', D", C" les milieux des segments B'B, BC, B'C, DD', CC. Le
polyedre ABCB"C est equivalent ä un cube; il a le long des aretes BB", CC", C"C

1) J.-P. Sydler, Sur les conditions necessaires pour Vdquivalence des polyidres euclidiens, El. Math. 7,
49 (1952).
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