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68 Aufgaben

Aufgaben

Aufgabe 149. Die Ecken eines Wiirfels sind die Spitzen von acht dem Wiirfel ein-
beschriebenen Drehkegeln. Man berechne das Volumen des Korpers, der von den acht
Kegeln begrenzt ist (vgl. Nr. 63). L. KieFFER, Luxemburg.

Losung: Der Schnitt zweier Kegel, deren Spitzen Ecken einer Kante sind, liegt in der
Symmetrieebene dieser Kante und ist eine Parabel, da jeder dieser Kegel genau eine
zu dieser Symmetrieebene parallele Erzeugende besitzt. Der zur Oberfliche des Koérpers
gehorige Teil des Mantels eines der acht Kegel ist von drei Parabelbégen begrenzt. Die
Enden dieser Bogen sind Mittelpunkte von Wiirfelflichen. Stellt man den Wiirfel in
einer Zweitafelprojektion so dar, dass eine Hauptdiagonale A4 normal zur Grundriss-
ebene und eine Wiirfelkante 4B parallel zur Aufrissebene ist, dann erscheinen alle
wesentlichen Grossen in einem der Risse in wahrer Grosse und sind leicht planimetrisch
zu berechnen. Der Mantelteil M des Kegels mit der Spitze 4 wird im Grundriss durch
drei kongruente Parabelbogen begrenzt, deren Sehnen gleich s/‘/?z—sind. Den Pfeil dieser
Bogen sieht man in beiden Rissen in wahrer Grosse. Er ist sV6_: 24 (ein Achtel des
Grundrisses einer Kante). Der Grundriss M’ des Mantelteiles M setzt sich aus drei
Parabelschnitten und einem gleichseitigen Dreieck zusammen. Es ist daher

2 s s - 1 /s —\%,— 5 _
3. _ . __ — I — o2
M'=3. 2. 5 YT B+ (2 Vz)V3 o s1Y/3.
Da der Sinus des halben Offnungswinkels eines Kegels (siehe Aufriss) gleich 1/)/3 ist,
ist M = 5 s%/8 und die Oberfliche des Korpers O = 5 s2.
Wir machen nun Gebrauch von dem elementaren Satz: Beriihren die Ebenen aller
Flichenelemente der Oberfliche O eines Korpers eine Kugel mit dem Radius R, dann

ist das Volumen V = RO/3. Da die acht Kegel die dem Wiirfel eingeschriebene Kugel
mit dem Radius s/2 beriihren, ist das gesuchte Volumen

5s3

V=6

R.LAUFFER, Graz.
Eine weitere Losung sandte A. SCHWARz (Seuzach).

Aufgabe 151. Bei der Berechnung der Induktion eines kreisférmigen Leiters in
einem Punkt im Innern des Kreises wird man auf

; — Acosa
/ (1 4+ A% — 2 Acosa)d’? a, (2<1)
0

gefiihrt. Das Integral ist auszuwerten. W.LUssy, Winterthur.
Losung: P sei ein beweglicher Punkt auf dem Einheitskre's mit Mittelpunkt M.
A sei ein fester Punkt im Innern, MA4 = 1 < 1. Ferner sei

XPMA=o, XPAM=180°—y, S APM=g¢=y—«, PAd=zx,

so dass #2=1+ 22— 2 A cosa. Hieraus folgt

ka4

- 1 —Acosa 1 —Acosa
I=,/ (14+A%— 2 Acosa)?? da:/ %3 de. (1)
0 0

Nach dem Sinussatz ist sin (y — «) = 4 siny und daraus

cos(y—a) (dy —da) =Acosydy oder (cosp—Acosy)dy=cosgda.
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Jetzt ergibt sich aus (1) wegen 1 — A cosa = x cosp und cosp — A cosy = x

24 n
1 — Acosa) (cosgp — A cos d
/ ( x)s(cos 4 Y gy — / v 2)
0 0

Der Kosinussatz gibt fiir ¥ die quadratische Gleichung

1=x%+ 224+ 2x Acosy,
aus der wegen x > 0 folgt

1—A%sin?yp — Acosy.

Damit schliessen wir aus (2)

iJ f( 1 —A%sin%y + Acosy) d

1
Y1 —2A2sin?y — A cosy 12
0

:1—12/]/1—-).251n Wdfp—— /‘Vl—lzsln wdw——--l———)z—E(l),

wo E(A) das vollstindige elliptische Integral zweiter Gattung ist.

F. GoLDNER, London.
Eine weitere Losung sandte R. LAUFFER, Graz.

Aufgabe 152. a) Trouver tous les nombres premiers de la suite infinie
101, 10101, 1010101, 101010101,
b) Combien de nombres premiers contiennent les suites infinies
1001, 1001001, 1001001001, ...,
10001, 100010001, 1000100010001,

W. S1ERPINSKI, Varsovie.
Lésung: Das n-te Glied dieser Folgen hat die Form

100(”4‘1) —1

al) =1410°410% 4 ... + 10" = —o—7—- (=234 (1)

Ist 0 = Au eine beliebige ganzzahlige Zerlegung von o, so ldsst sich dieser Ausdruck
wie folgt umformen

a(")— {101(n+1)__1}{101(u—1) (n+1)+101(;4~2) (n+1)+“_+1}
" {10*—1}{10* -V 1or-D 4 1)

{10}.n+101(n~—1)+ +1}{ O;(/.l 1)(n+1)+10}.(p 2)(ﬂ+l)+ +1} {B}{C}
- {107~ 4 1040W-2) 4 ... 41} {4}y

Firl<puist A<C, fir u<n+1 ist A< B. Wenn aber sowohl A< B als auch 4<C
ist, zerfillt aif’ in nichttriviale Faktoren. Das heisst:

Ist 0 >1 und ist u=p die kleinste in ¢ enthaltene Primzahl, so ist af"” } (2)
fiir alle » = p zusammengesetzt.

Insbesondere kommen also fiir ¢ = 2, 3, 4 hochstens a(2), a(13), a(3) und a(‘) als Prim-
zahlen in Frage. Nun ist aber a‘s) = 1001 durch 11, aés) = 1001001 durch 3 teilbar und
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fiir ag‘) findet man die Zerlegung 10001 =73.137. Somit bleibt a§2)= 101 als einzige
Primzahl.

Aus Satz (2) folgt ganz allgemein, dass jede Folge (1) fiir 6 > 1 hochstens endlich
viele Primzahlen enthdlt. So kommen als Primzahlen fiir 0 = 5 nur die ersten 4 Glieder,
fiir o = 6 nur das erste Glied der Folge in Frage usw. Fiir 0 =1, das heisst fiir die Folge
11, 111, 1111, 11111, ... bleibt diese Frage offen. Man beweist wie oben, dass af})
hochstens dann Primzahl ist, wenn # - 1 eine Primzahl ist. Tatsichlich ist das erste
Glied a(ll) =11 eine Primzahl, aber die nichsten in Frage kommenden Glieder sind

zusammengesetzt :

al) =111=3.37, a)=11111=41.271, al)=1111111 =239.4649.

Ebenso unentschieden ist die Frage, welche Anfangsglieder a!®, das heisst welche
Glieder der Folge 11, 101, 1001, 10001, ... Primzahlen sind. Aus

10291

(0) _
%1 10— 1

=10+1

folgt sofort, dass o keinen ungeraden Faktor enthalten darf, also ¢ = 2% sein muss.
a(11)=11 ist Primzahl, ebenso a(lz)=101, aber a(14)=10 001 =73-.137 ist zusammen-
gesetzt. Das Problem ist analog demjenigen der Fermatschen Primzahlen, und seine
Losung diirfte auf dieselben Schwierigkeiten stossen. M. ALTWEGG, Ziirich.

Weitere Losungen sandten A.BAGER (Hjerring), L. BERNSTEIN (Tel Aviv), E.Gisit
(Basel), F. GoLpNER (London).

Aufgabe 153. 2 N sei die (grosse) Anzahl der Elemente eines Kollektivs, in welchem
in gleichen Zeitintervallen immer wieder zwei Elemente in vo6llig ungeordneter und
gleichberechtigter Weise zur Beriihrung kommen. Auf Grund dieser Annahme kann
man den Zeitraum von einem solchen Kontakt bis zum nichsten als Zeiteinheit wihlen
und bei der Betrachtung solcher «Kontaktpaare» die Gesetze der klassischen Wahr-
scheinlichkeit anwenden. Ferner sei M ein Merkmal, welches stets und nur dann auf ein
merkmalfreies Element iibergeht, wenn letzteres mit einem bereits das Merkmal tra-
genden Element Kontakt bekommt. Dadurch wird und verbleibt dieses Element Merk-
maltriager.

Welche Funktion des Zeitablaufs beschreibt durchschnittlich die Merkmalausbreitung
im Kollektiv bei hinreichend grossem N ? 1) A.UNTERBERGER, Bludenz.

Losung des Aufgabenstellers: Sind x» Elemente bereits mit M behaftet, so ist die
klassische Wahrscheinlichkeit fiir eine Merkmalinfektion beim nichsten Kontakt
(2N —x)/N (2N —1), das heisst, » wird sich nach N(2N —1/x(2 N — %) «Zeit-
einheiten» um 1 vermehren. Bezeichnet die Funktion ¢ = f(»¥) den gesuchten Zusammen-
hang, dann ist der letzte Bruch Differenzenquotient von f(x), und da N gross ist, gilt

, N (2N -1)
F'#) = ¥(2N—2x)

Die Integration dieser Differentialgleichung ergibt

t——2N_11 X
=72 MO N =%’

wofiir, wieder weil N gross ist, = N In[x/(2 N — x)] gesetzt werden darf. Durch .eine
Koordinatentransformation kénnen wir diesen Ausdruck in

N4+«
N-—»x»

t=NlIn

1) Vgl. E. RotH-DESMEULES, Der Hyperbeltangens in der Biologie, El. Math. 6, 15 (1951).
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iiberfiihren und erhalten daraus durch Umkehrung

x——thhZN

Aufgabe 154. Zeige, dass neben dem bekannten Satz

1 1 1 T
1——-._ —_— — — e T
37175 7+ 4
auch gilt
1 1 1 B
1.3.5 7.9.11 T 13.15.17 7~ 48"

B. vaN DER Por, Genf.

Losung: Da die vorgelegte Reihe absolut konvergiert, sind die folgenden Umfor-
mungen erlaubt. Durch Partialbruchzerlegung ergibt sich

b —1)n 1

~ (6n+1) 6n+ 3) (6 %+ 5) _8—

P

1 2 1
—1\n —
(=1) (6n+1 6n+3+6n+5)

1 1
T2 (6 I 6ng3 T -2 2 :
n n -+ n+3 6n+5 24 2n+1

Da 6n+1, 6+ 3, 6 n+5 zusammen fiir =0 bis #» = co alle ungeraden Zahlen
liefern, ist die vorletzte Summe mit der Reihe fiir 7/4 identisch, und man kann die
beiden letzten Summen zusammenfassen zu

n=

H. WacGNER, Karlsruhe.

Weitere Losungen sandten L. BERNSTEIN (Tel Aviv), P. BucHNER (Basel), F. GoLD-
NER (London), R. LAUFFER (Graz).

Neue Aufgaben
782. Les plus petits restes positifs qu’on obtient en divisant les termes de la suite
a, (@a+v)r, (a+2v)7r?

par le nombre premier p, forment une suite périodiqus. Démontrer que si r est
une racine primitive de la congruence de FERMAT #?-!1—1=0 (mod p), et v
n’est pas un multiple de p, la plus petite période est p (p—1).

H. BREMEKAMP, Delft.

7183. Gegeben sind drei konzentrische Kreise %, Ry, k; mit den Radien r, =1, 7,=)/2,
¥y == 1/3_. Man wihle auf jedem der drei Kreise &; je einen Punkt P; derart, dass ein
Dreieck mit maximaler Fliche entsteht. Man zeige ausserdem, dass (fiir beliebige
Radienverhiltnisse) die gemeinsame Kreismitte stets Hohenschnittpunkt aller
Dreiecke mit maximaler Fliche ist. R. BErE1s, Wien.

184. In der Gruppentheorie werden fiir nichtkommutative Gruppen spezielle héhere
Kommutatoren auf folgende Weise rekursiv definiert:

(x,y)=xyx"ty~]
(2,9, ) =[x 9),yl=xyx"lyxy a1y~ usw,
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Enthilt der Kommutator » Elemente ¥, so ist

2‘"
(%, 9,9, ..., y) = [] "%,
k=1

WO a;=(—1)*+1 Man bestimme b, als Funktion von k. E. Trost, Ziirich.

Literaturiiberschau
HANS SCHWERDTFEGER:
Introduction to Linear Algebva and the Theory of Matrices
280 Seiten, Verlag P.Noordhoff, Groningen 1950

Der Matrizenkalkiil wurde zuerst von HaMiLTON 1853 unter dem Namen «Linear
and vector functions» eingefiihrt, wihrend CAYLEY im folgenden Jahr die Bezeichnung
«Matrix» schuf, aber nur in Verbindung mit einem Koeffizientenschema und nicht im
Zusammenhang mit einem Kalkiil. Ebensowenig wie die Arbeiten dieser Forscher fand
die «Ausdehnungslehre» von GrRAssMANN den verdienten Widerhall. LAGUERRE, FRro-
BENIUS und SyLVESTER entdeckten die Sitze neuerdings und verschafften endlich dem
Gedankengut allgemeine Anerkennung. Im ersten Viertel unseres Jahrhunderts zeigte
sich dann, dass der linearen Algebra und dem Matrizenkalkiil grundlegende Bedeutung
auf allen Gebieten der Mathematik und ihren Anwendungen zukommt.

Das vorliegende Werk von H. SCHWERDTFEGER, entstanden aus Vorlesungen an der
Universitit Adelaide, kann als Lehrbuch in dieses neuartige Gebiet nur warm empfoh-
len werden. Ohne tiefere algebraische Kenntnisse vorauszusetzen, dringt es von der
Koordinatengeometrie aus rasch in dieses abstrakte Gebiet vor. Zuerst werden die
geometrischen Grundbegriffe, der Zahlraum, die lineare Abhingigkeit, der Austausch-
satz von STEINITZ, parallele Mannigfaltigkeiten ausfiihrlich besprochen. Im zweiten
Kapitel werden die Substitutionen, Transformationen und der Matrizenkalkiil sauber
und klar dargestellt. Anschliessend folgen die bilinearen und quadratischen Formen,
Aquivalenz und Kongruenz von Matrizen, symmetrische Matrizen mit komplexen Ele-
menten, Hermitesche Formen und schiefsymmetrische Matrizen. Das vierte Kapitel ist
dem wichtigen Gruppenbegriff gewidmet. Mit den gewonnenen Mitteln wird dann die
Theorie des Nullsystems entwickelt. Jedem Abschnitt sind instruktive Beispiele bei-
gegeben. P. Buchner.

P. WiJDENES: Viakke Meetkunde
304 Seiten, Verlag P. Noordhoff, Groningen 1952

Diese Theorie elementarer planimetrischer Konstruktionen wird manchem Lehrer als
Ergianzung des Schulstoffes sehr willkommen sein. Schon als dritte Aufgabe wird jene
behandelt, mit der diese Zeitschrift!) erdffnet wurde: ein Quadrat zu konstruieren,
dessen Seiten durch vier gegebene Punkte gehen, allerdings ohne die elegante Losung
zu verwenden, welche G. N. VLAHAvVAS in El. Math. 7, 37 (1952) gab.

Es werden Aufgaben iiber geometrische Orter und den Satz von PYTHAGORAS gelost.
Alsdann folgen Aufgaben iiber die Proportionalitiat, die Sitze von ApoLLONIUS, MENE-
LAos und CEva, die Eulersche Gerade und das vollstindige Viereck. Es wird die Kon-
struktion algebraischer Ausdriicke gezeigt, Aufgaben iiber den Peripheriewinkelsatz,
den Neunpunkteékreis, die Stewartsche Gleichung, das Theorem von SIMSON-WALLACE
erklirt. Ein besonderer Abschnitt ist den regelméssigen Vielecken, der Kreisfliche und
dem Kreisumfang gewidmet.

Das Buch schliesst mit Aufgaben iiber die Potenz, die Inversion, das Beriihrungs-
problem von AproLLONIUS, die harmonische Lage und Extremwerte. Die Losungen sind
so leichtverstindlich dargestellt, dass die hollindische Sprache kaum ein Hemmnis
darstellt. Das Buch wird sich sicherlich einen Freundeskreis schaffen. P. Buchner.

1) El Math. 1, 1 (1946).
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