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valent, dass F(x, y, z) = 0 1n die Gestalt (4) iibergefiihrt werden kann, das heisst, es gibt
drei Funktionen f,(x), f5(y) und f;(z) mit der Eigenschaft, dass ihre Summe in jedem
Punkte eines Gebietes ® verschwindet. Da simtliche Netztafeln fiir ein und dieselbe
Funktion topologisch dquivalent sind, werden wir im folgenden eine Funktion mit
einer Sechsecknetztafel als Sechseckfunktion bezeichnen.

Der Beweis des Satzes von BLASCHKE und THOMSEN beruht im wesentlichen auf der
Konstruktion von drei Funktionen f,(x), f5(y), /;(2) mit in jedem Punkte verschwin-
dender Summe; dies ist gleichbedeutend mit einer Umnumerierung der Kurven jeder

Schar. Lisst sich namlich F(x, v, z2) = 0 auf die Gestalt (4) transformieren, so liefert
die Abbildung

§=h(x);  n="1h)

die Uberfithrung des Tragergewebes in ein Parallelengewebe.

Die Konfiguration S (oder S’) ist die geometrische Kennzeichnung der Sechseck-
funktionen. Fiir die praktischen Anwendungen ist jedoch eine analytische Form der
Parallelisierbarkeitsbedingung kréftiger. Um diese zu finden, haben wir analytisch
die Bedingung dafiir zu formulieren, dass eine vorgelegte Funktion F(x, y,2) = 0
auf die Gestalt (4) gebracht werden kann. Dies fiihrt auf die sogenannte Differential-
gleichung von DE SAINT-ROBERT; die Sechseckfunktionen F(x, y, z) = 0 sind gekenn-
zeichnet durch
0? 0F/ox

(Fortsetzung im nichsten Heft) M. JEGER, Olten und Ziirich

Die Anwendung der Riemannschen Zahlenkugel
zur Herleitung der sphirisch-trigonometrischen Hauptsitze

Es ist eine wohlbekannte Tatsache, dass in den meisten Darstellungen der sphiri-
schen Trigonometrie den sogenannten Eulerschen Dreiecken eine Vorzugsstellung
eingeriumt wird, indem die Beweise der grundlegenden Sitze unter der ausdriick-
lichen oder stillschweigenden Annahme gefithrt werden, es seien simtliche Seiten
und Winkel des Dreiecks kleiner als zwei Rechte. Die Verifikation der Formeln fiir
andere als Eulersche Dreiecke fiihrt dann zu einer mithsamen Fallunterscheidung,
die die Darstellung unnéotigerweise belastet, falls sie nicht kurzerhand dem Leser auf-
gebiirdet wird. Man kann zwar die Anzahl der zu betrachtenden Fille etwas vermin-
dern, indem man den Beweis auf die Formeln fiir die Drehung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems stiitzt oder von den Richtungskosinus von drei Richtungen
ausgeht, muss aber dann eine Einbusse an Anschaulichkeit dafiir in Kauf nehmen.

1) Fiir die an und fiir sich elementare Herleitung von (5) siche bei P. bE SAINT-ROBERT, De la résolution
de certaines équations & trois variables, Mem. reale Accad. Torino 25, 53 (1871), oder H. ScuwerbpT, Lehr-
buch der Nomographie (Springer, Berlin 1924), S.136.
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Es diirfte daher allgemein interessieren, dass sich die Hauptsitze der sphirischen
Trigonometrie mittels der Theorie der Kugeldrehungen auf der Riemannschen Zah-
lenkugel in voller Allgemeinheit und fiir beliebige, auch mehrfach iiberschlagene
Dreiecke herleiten lassen, ohne dass dabei ein Nachteil der soeben geschilderten Art
auftreten wiirde. Die funktionentheoretischen Hilfsmittel, die zu dieser Herleitung
benétigt werden, sind recht bescheiden und beschrinken sich im wesentlichen auf
die folgenden zwei Punkte:

1. Die Riemannsche Zahlenkugel entsteht durch eine stereographische Projektion
aus einer in ihrer Aquatorebene liegenden GauBschen Zahlenebene, wobei der Nordpol
als Projektionszentrum und der Aquator als Einheitskreis dienen. Demjenigen Punkt
der Kugel, der durch die Poldistanz ¢ und die Linge v definiert ist, wird durch diese
Projektion die komplexe Zahl

z= ctgg— el (1)

zugeordnet, wobeli es fiir den vorliegenden Zweck besonders wichtig ist, dass die Pol-
distanz ¢ durchaus nicht auf Winkel beschrinkt zu sein braucht, die kleiner als zwei
Rechte sind.

2. Die linearen gebrochenen Funktionen

az+b
cz+d

w = f(z) =

vermitteln Abbildungen der z-Kugel auf die w-Kugel, die sowohl kreis- als auch
winkeltreu sind. Insbesondere haben Funktionen von der Form

w = f(z) = &7 % 2)

die Eigenschaft, diametrale Punkte der einen Kugel in ebensolche der andern iiber-
zufiihren, und liefern daher eine kongruente Abbildung der z-Kugel auf die w-Kugel,
das heisst eine Kugeldrehung. Dabei bedeutet p die zu p konjugierte komplexe Zahl.

Sobald man nun den eben skizzierten Tatbestand, dessen Beweis in den meisten
Lehrbiichern der Funktionentheorie und der konformen Abbildung nachgelesen
werden kann, als bekannt voraussetzen darf, ist man in der Lage, auf den eigentlichen
Beweis der trigonometrischen Hauptsitze einzutreten. Bevor dies aber hier getan
wird, soll eine genaue Definition dessen gegeben werden, was unter einem allgemeinen
sphérischen Dreieck verstanden werden soll?).

Es seien A, B, C drei beliebige Punkte auf der Kugel, die nicht alle drei auf dem
gleichen Grosskreis liegen sollen. Dann bestimmen je zwei der drei Punkte einen
Grosskreis, der durch die beiden Punkte in zwei ungleiche Bogen zerlegt wird. Von
diesen beiden Bogen wird nach Belieben einer ausgewdhlt und als die dem dritten Eck-
punkt gegeniiberliegende Seite des Dreiecks ABC bezeichnet. Sind dann die Seiten auf
diese Weise bestimmt, so gebe man dem Dreieck einen als positiv zu bezeichnenden

1) Der hier entwickelte Dreiecksbegriff deckt sich im wesentlichen mit demjenigen von MoEBIUS. Die
Definition der Winkel ist jedoch so gefasst, dass sie bei Eulerschen Dreiecken die Innenwinkel charak-
terisiert und nicht, wie bei MoEB1USs, die Aussenwinkel. (Vgl. WEBER-WELLSTEIN, Enzyklopddie der Elemen-
tarmathematik, Bd.II, S. 346f:, § 38.)
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Umlaufsinn, etwa durch die Forderung, es-seien die Seiten in der Weise zu durch-
laufen, dass die Ecken in der natiirlichen Anordnung A-B-C aufeinanderfolgen.
Durch die Seiten des Dreiecks sind dann in jeder Ecke zwei Richtungen festgelegt:
eine primire, die dem positiven Umlaufsinn entspricht, und eine sekundire, die dem-
selben entgegengesetzt ist. Als Winkel des sphdrischen Dreiecks sollen diejenigen
Winkel bezeichnet werden, um die man die primdren Richtungen jeder Ecke im positiven
Sinne drehen muss, um sie mit der sekunddiren Richtung der betreffenden Ecke zur
Deckung zu bringen. Auf Grund dieser Definition gibt es zu je drei Eckpunkten
A, B, C nicht nur e/n sphirisches Dreieck, sondern insgesamt 16, je nachdem, welche
Bogen als Seiten gewdhlt werden und welcher Umlaufsinn als positiv angenommen
wird. Unter diesen Dreiecken befindet sich stets auch ein Eulersches Dreieck, also
ein solches, dessen Seiten und Winkel simtlich kleiner als zwei Rechte sind.

Es sei nun ABC ein nach diesen Vorschriften aufgebautes Dreieck, dessen Seiten
und Winkel in der iiblichen Weise mit a, b, ¢ bzw. a, £, y bezeichnet werden mégen.
Dieses Dreieck werde auf eine Riemannsche Zahlenkugel gelegt, so dass die Ecke 4
auf den Nordpol und die von 4 ausgehende primire Richtung (also die Seite ¢ oder,
falls diese grosser als zwei Rechte sein sollte, der an A angrenzende Teil von ¢) auf
die positive reelle Achse fillt. Dann werden den drei Ecken gemiss (1) die folgenden
komplexen Zahlen zugeordnet:

c b
Zy = 00, p=-Cctg—, zo=ctg e'*,

Das Dreieck A BC soll ferner auf eine zweite Riemannsche Zahlenkugel gelegt werden,
und zwar mit der Ecke B im Nordpol und der von B ausgehenden primiren Richtung
(also der Seite a) auf der positiven reellen Achse. Dann entsprechen den drei Ecken
die komplexen Zahlen

c { a
wy = ctg— e, w,= oo, we = ctg—.

Nun erfiillt aber die lineare Funktion

4
s ST87
w=/fz=e'’
2z tg S |
2
die Relationen

wy=Hz1),  wp=f(zy).

Sie hat daher die Eigenschaft, die Ecken 4 und B des Dreiecks aus ihrer Lage auf
der z2-Kugel in ihre Lage auf der w-Kugel iiberzufiihren. Da sie aber vom Typus (2) ist
und demnach eine kongruente Abbildung der beiden Kugeln vermittelt, so tut sie
dasselbe auch mit dem Punkte C. Somit gilt auch die Relation

w0 = 1(z0)
die nach leichter Umformung und unter Verwendung der Abkiirzungen

b
tg5 =P, tg7=0 tg;=R 3)
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explizite lautet: .
eifp= f—% (4)

Dies ist nun die Fundamentalgleichung der sphirischen Trigonometrie, aus der sich
simtliche Hauptsdtze durch rein algebraische Umformung gewinnen lassen. Setzt
man ndmlich zur Abkiirzung

1+Q2R2+2QRcosa=3S
und multipliziert (4) mit der dazu konjugierten Gleichung, so erhilt man unmittelbar

SP?=(Q2+ R2—2 QR cosu«,
S(1+P?% = (1+ 0 (1 + R, (5)
SA—-—P)=(1-0Q%) (1 —R?)+4QRcosa.
Andererseits ergibt sich aus (4) durch Trennung von Real- und Imaginirteil sofort
SPcosp=R(1—-0Q%»—0Q(1 — R?cosa,
SPsinf =0Q(1+ R¥sina.

Die letzten drei Gleichungen, durch (5) dividiert, liefern aber weiter

1-p2 _1-Q® 1—R? 2Q 2R
1+ P = 170% TrRT T Ty0t TrRE ©%
2R 1-Q? 20 1-R?
Trpr 8B = 1 Ry Tygr T Trgr 17RT 0%
2P ., 2Q . .
WSInﬁ~W51na,
und dies ist zufolge (3) und der Identititen
1—tg?x 2tgx .
~1—_*_t-g—2~;—0€)52x, W——Sanx
dasselbe wie
cosa = cosb cosc + sinb sinc¢ cosa, (6)
sina cosfB = cosb sinc — sinb cosc cosa, (7)
sina sinf = sinbd sin«, (8)

womit die ersten drei Hauptsitze bewiesen sind. Selbstverstandlich gelten damit
auch noch die Formeln, die sich daraus durch zyklische Vertauschung ergeben. Aller-
dings liefert (7) dabei nur noch zwei neue Relationen, wihrend doch insgesamt sechs
erwartet werden sollten. Die fehlenden drei, die sich durch die gleichzeitige Vertau-
schung zweier Seiten und der diesen gegeniiberliegenden Winkel daraus ergeben,
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werden durch den obigen Beweis nicht unmittelbar erfasst, weil durch die genannte
Vertauschung der Umlaufsinn des Dreiecks und damit auch die Winkel gedndert
werden. Sie konnen indes sehr leicht aus den iibrigen durch Rechnung gefunden

werden. Multipliziert man nimlich (6) mit sinc¢ und (7) mit cosc¢ und subtrahiert, so
erhdlt man mit :
sind cosa = cosa sinc¢ — sina cosc cosf

eine der drei IFormeln, woraus sich die beiden andern durch zyklische Vertauschung
ergeben.
In derselben Weise lassen sich auch die zu (6) und (7) polaren Formeln herleiten.

Dividiert man zum Beispiel (7) durch (8) und multipliziert dann mit sin«, so erhilt
man den Kotangentensatz

sina ctgf = ctgb sinc — cosc cosa (9)

nebst den fiinf analogen Relationen. Durch Auflésung von (9) nach ctg b und Multi-
plikation des Resultats mit der zu (8) gehérigen Gleichung

sinb siny = sinc sin B
ergibt sich ferner mit

siny cosb = cosf sina + sinf cosa cosc¢ (10)

eine der sechs zu (7) polaren Beziehungen. Ersetzt man endlich in der zu (10) geho-
rigen Relation ‘ _ )
cosy sina = sinf cosc — siny cosa cosb

siny cosb durch (10), so erhilt man nach Division durch sine unmittelbar
cosy = — cosa cosfi + sina sinf cosc, (11)

also den zu (6) polaren Winkel-Kosinus-Satz. Damit sind aber simtliche Hauptsitze
bewiesen. E. R.HERrzo0G, Riehen bei Basel.

Kleine Mitteilungen

Der Riickwiirtseinschnitt mit reziproken Distanzen

Beim Riickwirtseinschnitt handelt es sich um die Vermessungsaufgabe, aus der be-
kannten Lage von drei Fernpunkten P, P, und P; den eigenen Standort, den Neu-
punkt N, zu bestimmen, wenn man bei Unkenntnis der Nordrichtung nur die Richtungs-
unterschiede o und g zwischen je zwei Fernpunkten messen kann (Snellius-Pothenotsche
Aufgabe!)). Der Neupunkt wird als Schnitt zweier Kreise gefunden, die durch je zwei
Fernpunkte gehen und die entsprechenden Richtungsunterschiede « bzw. g als Peri-
pheriewinkel besitzen. Liegt der Neupunkt auf dem durch die Fernpunkte gehenden

1) Siehe zum Beispiel E. LEUTENEGGER, Leitfaden der ebenen Trigonometrie, 3. Auflage (Orell-Fissli-Ver-
lag, Zirich 1952), S.121.



	Die Anwendung der Riemannschen Zahlenkugel zur Herleitung der sphärisch-trigonometrischen Hauptsätze

