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kinematisch Geraden g, g, deren linke Büdpunkte Gx, Gx bezüglich der Bildgeraden
nx des Nebengewindes ©^ symmetrisch liegen, das heisst Geraden g, g, die bezüglich des

Nebengewindes ©? nullpolar sind
Die Notwendigkeit der Orientierung der Kugeln hat zuerst (1897) E Study1)

erkannt, der auch als erster (1926) eine völlig einwandfreie analytische Darstellung der
(euklidischen) Geraden-Kugel-Transformation gegeben hat2), die mit unserem
geometrischen Modell m Übereinstimmung ist

Man kann in der gleichen Weise die Liesche Kreisgeometrie auf der Kugel und die
nichteukhdische Geraden-Kugel-Transformation geometrisch-konstruktiv begründen,
indem man sich der Kinematik der Kugel und ihres (elliptischen) Parameterraumes
bedient, wie ich schon 1930 gezeigt habe3)

Das euklidische Modell findet sich schon m einer aus der gleichen Zeit stammenden
Wiener Dissertation von A E Mayer4), die jedoch nicht zugänglich ist und über die
auch nichts veröffentlicht wurde

Ich selbst habe im Winter- und Sommersemester 1935/36 den Gegenstand in einer
Wiener Vorlesung über «Neuere Kinematik)) ausführlich dargelegt Im Jahre 1948 hat
W Blaschke5) in den « Munchener Sitzungsberichten» und 1949 in den « Rendiconti
di matematica» darüber veröffentlicht Karl Strubecker, Karlsruhe
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Sur une demonstration geometrique d'un theoreme de M.D. Pompeiu
M D Pompeiu a demontre ä Vaide des nombres complexes ce theoreme de geometrie

elementaire 6)

Dans le plan on peut toujours construire un triangle avec les distances d'un pomt
aux sommets d'un triangle 6quilateral

Nous montrerons ici que l'on peut d6duire ce theoreme de la proposition suivante
Dans le plan, le lieu giomitrique des sommets Q des triangles PTQ, directement semblables

ä un triangle donne ABC et dont les deux sommets P et T sont sur deux circonferences Ox
et 02, est un anneau fermi

1° Soient donnees le tnangle ABC et les deux circonferences de centres Ox, 02 et de
rayons a, b (figure 1), avec a<b

Construisons d'abord £\Ox02K~l\ABC, Ox02^=m, OxK l, 02K n, et ensuite les
triangles 0XM0 et RXMR2 semblables au triangle donn6, les points Rx, M 6tant sur la
droite Ox02, Rx sur la circonference Ox et M sur la circonference 02,

x) Vgl die ausführliche kritische Abhandlung von E Study, Über Lies Kugelgeometrie, Jber Dtsch
Math Ver 25, 96-113 (1917)

2) Eduard Study, Vereinfachte Begründungen von Lies Kugelgeometrie I, Sitz Ber Preuss Akad
Wiss Berlin 1926, 360-380

3) Karl Strubecker, Zur nichteuklidischen Geraden Kugel Transformation, Sitz -Ber Akad Wiss
Wien, Math naturw Kl, Abt IIa, 139, 685-700 (1930) und Zur Geometrie sphärischer Kurvenscharen, Jber
Dtsch Math -Ver 44, 184-198 (1934)

4) Anton Ernst Mayer, Die kinematische Abbildung, Dissertation, Techn Hochschule Wien (1930)
5) W Blaschke, Kinematische Begründung von S Lies Geraden Kugeltransformation, Sitz Ber Bayer

Akad Wiss (München 1948), 291-297, und Contributi alla cmematica, Rend Mat Apphcazioni [V] 8,
268-280 (1949)

e) D Pompeiu, Une identiti entre nombres complexes et un thiorlme de giomäne ilimentaire, Bull Math
Phys Ecole polytechn Bucarest 6, 6-7 (1936)
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Supposons qu'un sommet d'un triangle R'XMR2, semblable au triangle ABC, soit
en M, son deuxieme sommet R'x se trouvant, par hypothese, sur la circonference Ox

Le heu g6om6tnque des points R2, R'2 est la circonference de centre 0 et de rayon
rx — a n/m

/?.
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W2. Q?*/ M

-ö—
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Of WO* (OJ M

Fig 1 Fig 2

On le voit en tournant le triangle R'2MR2 jusqu'ä ce que les droites R[M et R'2M
coincident [le point 0 dans sa nouvelle position est d£signe par (O), de meme pour les
autres points]

Comme on a

il suit

M(R2) MRX
M(R'2) MR[ *

Ml
OxR'x

MÖX

OR2

or;

M{0)

et comme OxRx/OxR/x 1 par hypothese, le heu cherch6 est bien la circonf6rence de
centre O De la proportion

0R9
RxOx Ox02

on obtient son rayon OR2, rx a n/m

& /r
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T
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Fig 3 Fig 4

Si les triangles semblables au tnangle donne ont un sommet en un point quelconque L
de la circonference 0t (figure 2) et leurs deuxiemes sommets sur la circonf6rence 01, on
conclut comme precedemment que le heu geometnque des troisiemes sommets est la
circonference de centre O' (sommet du tnangle OxLO' ~AABC) et de rayon r, a n[m.

Les centres de ces deux circonferences sont sur la circonference decnte autour du
point K avec le rayon rt—bIjm.



Kleine Mitteilungen 15

On le montre en tournant AO'OxO jusqu'ä la coincidence des droites OxO et OxM
Des relations

0^0) OxM Ox{K) _ Ox02

Ox(0') ~ OxL ' Ox(0') ~ OxL
il r6sulte

KO 09M
KO' 02L

d'ou l'on voit comme plus haut que ce heu est une circonference De la proportion

KO _ OxR
02M ~ Ox02

on deduit que son rayon KO est r2 — b l/m
L'enveloppe de toutes ces circonferences est formte par les deux circonferences con-

centnques de centre K et de rayons r r2 — rx, R r2Jrrx Tout point de l'anneau
ferm6 par ces deux circonferences est le sommet d'un des triangles consid£r£s

La condition necessaire et süffisante pour que l'on puisse construire un triangle
TPQ~AABC, ayant ses sommets sur trois circonferences 0X, 02, Oz est que la
circonference 03 ait au moms un point commun avec l'anneau (figure 3)

On peut construire un tel triangle de la maniere suivante On d6crit une circonference
de rayon rx= a n/m qui passe par le point Q, son centre O" est sur la circonference de
centre K et de rayon r2 — b l/m On obtient le pomt P si l'on construit A OxPO"~ A ABC
Et l'on trouve le sommet T en construisant ATPQ^AABC

Le nombre de Solutions pour le triangle cherche depend de la position du point Q
Si le pomt Q est dans l'anneau, il existe deux Solutions, s'il se trouve sur le bord, seule-
ment une

2° Si le triangle DEF est equilateral (figure 4) et si les distances d'un point
quelconque Vx de son plan aux sommets sont EVX= a, DVx=b, FVX= c, avec a<b, les

rayons des circonferences fermant l'anneau qui correspond aux circonferences D, E et
de rayons b, a sont

r b — a, R b -} a

Le pomt Vx se trouve dans l'anneau (ou sur ses bords)
En effet, si l'on supposait le contraire, on pourrait construire un triangle equilateral

qui contiendrait le point Vx, dont deux sommets seraient sur les circonferences D et E,
et si petit que tous ses sommets seraient en dehors de l'anneau Mais cela est impossible,
d'apres notre proposition Par consequent, b — a^c^b + a et l'on peut donc
construire un triangle avec les segments a,b c SV Pavlovic, Beigrade.

Autre demonstration du theoreme de Pompeiu
.77 est towjours possible de construire un triangle dont les cötes ont pour longueurs les

distances d'un point P aux sommets d'un triangle iquüatiral ABC
Remarquons tout d'abord que cette propnete ne peut avoir heu pour un triangle non

equilateral, comme on le voit en prenant P en un sommet de ce triangle
Soient des lors a, b, c les distances de P aux sommets A, B, C, {AB 2 p) II suffit

de montrer que l'une quelconque de ces grandeurs est supeneure ou egale ä la difference
des deux autres, par exemple c^. a — b Or a — b 2 m defimt une hyperbole de
foyers A et B et d'axe 2 m, c 2 m defmit un cercle de centre C et de rayon 2 m II
suffit de montrer que ces deux courbes ne se coupent pas II se trouve meme qu'elles
sont toujours tangentes Demontrons-le analytiquement

Equation de l'hyperbole (p2-m2) x2 -m2 >2- m2 (p2 - m2) 0

Equation du cercle x2-\-{y — pfä)2 - 4 m2 0

Ehminons x p2 y2- 2 p |/I (p2 - m2) y + ä (p2- m2)2 [p y - ]ß {p2- ra2)]2 0
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Comme les deux valeurs de y sont reelles et confondues, les deux courbes se touchent,
ce qui demontre la proposition

Remarquons que les relations analytiques ci-dessus valent aussi pour des ellipses.
Par consequent Soit une conique de foyers A et B dont Taxe porte par AB a la longueur
2 m Construisons la courbe d'equidistance 2 m, heu des points situes ä la distance 2 m
de la conique. Quel que soit ra, cette courbe passe par le point C, sommet du triangle
equilateral ABC

Ou encore Si ABC est Squilatiral, la longueur d'une des perpendiculaires abaissSes
de C sur une conique de foyers A et B est dgale ä la longueur de l'axe porti par AB

J -P Sydler, Zürich.

Zu einer Formel in der Voellmyschen Logarithmentafel*)
Die Diskussion der Gleichung

Ax2+2Bxy + Cv2+2Dx}-2Ey-rF=0, (_4, C*0) (1)

lasst sich im parabolischen Falle
A B

=-0 (2)
A B

B C

wesentlich vereinfachen Beachtet man (2), dann erhalt man durch Elimination von
C aus (1)

(Ax + By)2+2A D x-t 2 A E y + A F= 0, (3)

und man sieht, dass (3) - und daher auch (1) - dann und nur dann reduzibel ist, wenn
ausser (2) auch

A B

D E
0 (4)

gilt Dieselbe Bedingung gibt auch

A B D
B C E

D E F
0,

da wegen (2) A -(AE - BD)2 A ist
Ist daher auch (4) erfüllt, dann erhalt man durch Elimination von E aus (3)

(A x-\ By)2+2D(Ax + By)+AF=0, (5)

und die durch (1) dargestellte Kurve zweiter Ordnung reduziert sich wegen (2) und (4)
auf zwei reelle, parallele Geraden oder eine doppeltzahlende Oerade oder zwei konjugiert

komplexe Geraden mit reeller Richtung, je nachdem

A D

D F < 0 bzw
A D

D F 0,
A D

D F >0

ist Herr Wyler übersieht am angeführten Ort anscheinend, dass wegen (2) und (4) gilt

C E
B*

A D

E F D F
A2

R Lauffer, Graz.

x) Siehe unter dem gleichen Titel O Wyler, El Math 7, 88 (1952)
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