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ELEMENTE DER MATHEMATIK
Revue de mathematiques elementaires — Rivista di matematica elementare
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Organ fur den Verein Schweizerischer Mathematiklehrer

El Math Band VIII Nr 1 Seiten 1-24 Basel, 15 Januar 1953

Coup d'oeil sur Tetat actuel de l'hypothese du continu

Je tächerai d'abord d'exphquer d'une facon aussi elementaire que possible ce
qu'est l'hypothese du continu

On connait plusieurs enonces de cette hypothese dont certains sont elementaires.
L'enonce le plus elementaire connu de l'hypothese du continu est le suivant
Hj II existe une decomposition de l'espace euchdien E ä trois dimensions en trois

ensembles Et {i 1, 2, 3), tels que si l'on designe par 0Xt (i 1, 2, 3) les trois axes
des coordonnees de l'espace E, l'ensemble Et est fini sur toute parallele ä l'axe OXt pour
i l,2,3

(C'est-ä-dire que, quelle que soit la droite d parallele ä Taxe OXt, il n'y a qu'un
nombre fini de points de l'ensemble Ex situes sur la droite d, nombre qui depend de la
droite d).

Accepter l'hypothese du continu, c'est affirmer l'existence de trois ensembles Et
(i 1, 2, 3) satisfaisant aux conditions de l'enonce Hx Nous ne supposons pas ici que
nous savons construire de tels ensembles Et, ni meme que nous les savons defmir
effectivement. [Or, on peut demontrer que si de tels ensembles Et{i 1,2,3)
existent, ils ne peuvent pas etre tous les trois mesurables au sens de Lebesgue.
D'autre part, on deduit des resultats de M. K. Godel1) qu'on sait defmir trois
ensembles Et (i 1, 2, 3) (d'ailleurs fort compliques) dont on peut demontrer que
l'hypothese qu'ils satisfont ä l'enonce H2 est non contradictoire avec les axiomes de

la theorie des ensembles, si ces axiomes ne sont pas contradictoires.]
Le premier enonce de l'hypothese du continu a ete donne par G. Cantor sous

une forme differente, moms elementaire que l'enonce Hx.
On dit que deux ensembles M et N (formes d'elements quelconques) ont la meme

puissance s'il existe entre leurs elements une correspondance biunivoque (c'est-ä-dire
si leurs elements peuvent etre ranges en couples disjomtes de maniere que chaque
couple contienne un element de l'ensemble M et un element de l'ensemble N, tout
element de M ou de N ayant sa couple). Les ensembles qui ont la meme puissance
que l'ensemble de tous les nombres naturels (1, 2, 3, sont dits denombrables. Les
ensembles mfinis qui ne sont pas denombrables sont dits mdenombrables. Les
ensembles qui ont la m6me puissance que l'ensemble de tous les nombres reels sont dits
de puissance du continu. On demontre que les ensembles de puissance du continu sont

x) Voir le hvre de K Godel cit_ au renvoi 1 ä la page 3 Cf aussi W Sierpinski, Rend Mat Apph
caziom [V], 10, Fase 1/2, 5 (Rome 1951)
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mdenombrables. L'hypothese du continu {Cantorsche Konhnuumshypothese) peut etre

exprimee sous la forme de l'hypothese H2 suivante
H2 Tout ensemble mdenombrable de nombres reels a la puissance du continu
La difference entre les enonces Hx et H2 ne consiste naturellement pas en ce que

Hx est une proposition d'existence, puisque, ä vrai dire, H2 est aussi une proposition
d'existence, ä savoir la proposition qu'il existe, pour tout ensemble mdenombrable N
de nombres reels, une correspondance biumvoque entre les elements de N et entre
tous les nombres reels A ce pomt de vue, on pourrait meme regarder l'enonce H2
comme plus complique que H2, vu que, pour demontrer Hlt il suffit de prouver
l'existence d'un seul tnple d'ensembles Et(i 1, 2, 3) satisfaisant ä Hlf tandis que
pour demontrer H2 il faut demontrer, pour tout ensemble mdenombrable de nombres
reels (et il existe une infinite mdenombrable de tels ensembles), l'existence d'une
correspondance biunivoque convenable (On pourrait d'ailleurs reduire la demonstration

de H2 ä celle de l'existence d'une seule correspondance biunivoque entre tous les
nombres reels et tous les nombres ordmaux transfmis de la deuxieme classe, mais
alors on sort du domaine des nombres reels

En utihsant l'axiome du choix, on peut demontrer que les enonces Hx et H2 sont
equivalents, c'est-ä-dire qu'ils sont ä la fois tous les deux vrais ou tous les deux faux1)

On peut demontrer (sans faire appel ä l'hypothese du continu) qu'il existe un ensemble
mdenombrable qui est de meme puissance que tout son sous-ensemble mdenombrable
Un tel ensemble est dit de puissance aleph-un On demontre (ä l'aide de l'axiome du
choix) qu'il existe des ensembles de nombres reels de puissance aleph-un et que deux
ensembles de puissance aleph-un ont toujours meme puissance L'enonce H2 peut
etre exprime ainsi

H3 L'ensemble de tous les nombres reels a la puissance aleph-un
Quant ä l'enonce Hx, on peut demontrer qu'il equivaut ä l'enonce H4 suivant
H4. Le plan est une somme de deux ensembles dont Vun est denombrable sur toute

parallele ä l'axe d'ordonnees et l'autre denombrable sur toute parallele ä l'axe d'abscisses2)
Recemment M P. Erdos a demontre que l'enonce H5 suivant (qui peut etre regarde

comme une generahsation de l'enonce H4) equivaut ä l'enonce H3

H5 Si l'on decompose toutes les droites süuees dans le plan P en deux classes dis-

pintes Lx et L2, il existe une decomposition du plan P en deux ensembles Sx et S2 tels

que, pour i ==1,2, toute droite de la classe Lt a un nombre fini ou une infinite denombrable

de Points communs avec l'ensemble St
On a tire de l'hypothese du continu maintes consequences dont aucune n'a

conduit ä une contradiction et dont plusieurs ont ete ensuite demontr£es sans cette
hypothese D'autre part, plusieurs propositions importantes de diverses branches des

mathematiques ne peuvent etre demontrees dans l'etat actuel de la science qu'en
faisant intervenir l'hypothese du continu On connait meme un certam nombre de

propositions interessantes qui sont äquivalentes ä cette hypothese3) Tout cela

*) VoirW Sierpinski, Rend Mat Apphcaziom [V], 10, Fase 3/4,1-5 (Rome 1951), Cf W Sierpinski,
Rend Circolo mat Palermo [II], 1, 1-4 (1952)

2) Voir ma note du Bulletin de l'Acad6mie des Sciences de Cracovie du 21 fevrier 1919, ainsi que Fun
damenta Mathematicae 5, 179 (1924)

3) Voir mon hvre Hypothese du continu, Monografie Matematyczne, tome IV (Varsovie Lwow 1934),

p 9-35 Voir aussi F Rothberger, Fund Math 30, 215 (1938) et W Sierpinski, Bull Soc royale Sei

Liege 1951, 297
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justifie le vif mteret que suscite l'hypothese du continu. Meme pour les personnes qui
ne reconnaissent pas les raisonnements bases sur cette hypothese, il est important
de savoir quelles sont les propositions qu'actuellement on ne sait pas demontrer sans
faire appel a cette hypothese (ou ä une de ses consequences)

M K Godel a demontre que l'hypothese du continu est compatible avec le sys
teme d'axiomes de la theorie des ensembles habituellement admis (si ces axiomes ne
sont pas contradictoires)1) II en resulte qu'en tirant des consequences de l'hypothese
du continu on n'aboutira jamais ä une contradiction — sauf dans le cas oü les axiomes
habituellement admis de la theorie des ensembles sont contradictoires

II existe des personnes qui ne croient pas que l'on puisse, sans admettre un nouvel
axiome, resoudre le probleme de savoir si l'hypothese du continu est vraie ou non

Or, dans son travail What is Cantors continuum problem?2), K Godel ex-
prime Topmion que finalement on sera obhge d'accepter de nouveaux axiomes
dont il resultera la faussete de l'hypothese du continu ("that it will fmally lead
to the discovery of new axioms which will make it possible to disprove Cantor's
coujecture ")

Chacune des consequences de Thypothese du continu donne lieu a la question
Peut-on la demontrer sans l'hypothese du continu (ou, du moms, ä l'aide d'hypo-
theses plus faibles) ou bien, par contre, est-elle equivalente a cette hypothese II est

parfois difficile de repondre ä cette question Voici un exemple
Appelons graphique d'une fonction reelle f(x) d'une variable reelle x l'ensemble

de tous les points (x, y) du plan, tels que y f(x) Appelons courbe generalisee tout
ensemble plan qui est superposable (par translation ou par rotation) avec le graphique
d'une fonction reelle d'une variable reelle

Une consequence de l'hypothese du continu est la proposition que le plan est une
somme d'une infinite denombrable de courbes generahsees*) Or, nous ne savons pas
resoudre le probleme si cette proposition est equivalente ä l'hypothese du continu
(Nous savons cependant demontrer sans faire appel ä l'hypothese du contmu que
tout ensemble plan de puissance aleph-un est contenu dans une somme d'une infinite
denombrable de courbes generahsees4))

Voici mamtenant une proposition dont on sait demontrer qu'elle est equivalente
ä l'hypothese du continu, mais la demonstration est difficile

Disons qu'un ensemble de nombres reels E se compose de nombres rationnellement
mdependants si, xlf x2, xn etant un nombre fim quelconque de nombres distincts
de E, il n'existe aucun Systeme d'entiers ax, a2, an qui ne soient pas tous ä la fois
nuls, tels que axxx+ a2x2+ h anxn 0 MM. Erdos et Kakutani ont demontre5)

que l'hypothese du continu equivaut ä la proposition H6 suivante
H6 L'ensemble de tous les nombres reels est une somme d'une infinite denombrable

d'ensembles dont chacun se compose de nombres rationnellement mdependants

*) K Godel, Proc nat Acad Sei 23, 556-557 (1938), The consisfency of the axiom of choice and of
generahzed continuum hypothesis with the axioms of the set theory, Ann math Studies N°3 (Pnnceton 1940)

a) K Godel, Amer math Monthly 54, 524 (1947)
8) Cette proposition a et6 d6duite de H3 par N Lusin Voir W Sierpinski, C r Soc Sei Lettres Var

sovie, Cl III, 25, 11 (1932) On peut meme admettre que toutes ces courbes generahsees sont deux ä deux
superposables voir W Sierpinski, Fund Math 22,39(1933)

4) VoirW Sierpinski, Fund Math 38, 8 (1951)
6) Bull amer math Soc 49, 459 (1943)
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On appelle hypothese generahsee du continu l'hypothese que, E etant un ensemble
infini quelconque et S l'ensemble de tous les sous-ensembles de E, tout sous-ensemble
de S qui contient un sous-ensemble de meme puissance que E et qui n'est pas lui-
meme de meme puissance que E, est de meme puissance que S

L'hypothese du continu est un cas particulier de cette hypothese du continu
generahsee, notamment lorsque E est l'ensemble de tous les nombres naturels

M. K Godel a demontre1) que l'hypothese generahsee du continu est non contra-
dictoire avec les axiomes generalement admis de la theorie des ensembles, si ces

axiomes ne sont pas contradictoires
Une des consequences de l'hypothese generahsee du continu est l'axiome du choix2)

W Sierpinski, Varsovie

Kinematik, Liesche Kreisgeometrie und
Geraden - Kugel -Transformation3)

I Ebene Kinematik

Man kann nach E Study4) die Bewegungen (Drehungen, Parallelverschiebungen)
der Ebene durch vier homogene Parameter <x0 ax a2 a3 mit bihnearer Zusammensetzung

darstellen
Ist (xm, ym) der Drehungsmittelpunkt und co der Drehwmkel dieser Drehung

(Figur 1), so gilt fur diese Studyschen Parameter

a0 olx a2 a3=-ctg — xm ym 1

<x3=0 liefert (Figur 2) Parallelverschiebungen um den Vektor (— 2a2/a0, 2al/a0)
der Lange ü. Die Bewegungsformeln lauten dann m homogenen kartesischen
Koordinaten xx x2 x3 x y 1

(o^ + a§) x[ (ctjj - a§) xx + 2<xö<xzx2+2 (qlx Og - ot0 a2) x3,

(ojj + og) x2 ¦= -2 a0a3 xx -*- (og - a|) x2+2 (a0ax -f <%Og) xB,

(og + af) x's= («o + ai) *3>

und die bilinearen Zusammensetzungsformeln sind

oc0 a0 a0 * * — a3 a3, <x2 a0 a2 + o^ a0 -f- a3 ax — olx a3,

<xx =¦ a0 a2 + ax ocq -j- a^ a3 — a3 a2, <x3 a0 a3 4- ocg qlq * *

*) K Godel, Proc nat Acad Sei 24, 556-557 (1938), The consistency of the axiom of choice and of
generahzed continuum hypothesis with the axioms of the set theory, Ann math Studies N°3 (Princeton 1940)

2) Cette proposition a 6t6 6nonc6e sans demonstration en 1926 par A Lindenbaum et A Tarski dans
leur Commumcation sur les recherches de la thiorie des emsembles, C r Soc Sei Varsovie, Cl III 19, 314
(1926), th 94 Pour la demonstration voir W Sierpinski, Fund Math 34, 1-5 (1947)

3) Vortrag, gehalten am 19 September 1951 auf der Tagung der DMV in Berlin
4) Eduard Study, a) Über Systeme komplexer Zahlen und ihre Anwendung %n der Theorie der Trans

formationsgruppen, Mh Math Phys 1, 283-355 (1890), b) Von den Bewegungen und Umlegungen, Math
Ann 39, 441-566 (1891)
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