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Aufgaben 135

hat, so ergibt sich als Hiillgebilde dieser vom Parameter ¢ abhingigen Geradenschar

die Kurve
x = a (coshl ¢ cosp — A sinh i ¢ sing),

y = a (coshl ¢ sing + A sinhA ¢ cosg),

womit die gewiinschte Parameterdarstellung der Hyperzykloide gewonnen ist.
Analog findet man im Fall u>1

v=acosiep, A=p:fut—-1>1

als Gleichung der Hypozykloide in polaren Speerkoordinaten.

Die Sonderfille I und II liefern eine bemerkenswerte gemeinsame reelle Erzeugungs-
weise der Hyper- und Hypozykloiden. Es ldsst sich ohne weiteres denken, dass sich
nach dieser Methode Instrumente anfertigen lassen, welche eine mechanische Erzeugung
dieser Kurven gestatten. WOLFGANG STROHER, Wien.

Aufgaben

Aufgabe 136. Es ist der Kreis zu bestimmen, dessen Polaritit die Neilsche Parabel
a y?= x3 in sich transformiert. R.LAUFFER, Graz.

Losung: Die Neilsche Parabel a y?%= x® gehort zu den binomischen Kurven
A"=ay™. (1)

Diese Kurven haben dieselbe Ordnungs- und Klassenzahl und besitzen, wenn n/m > 0
und rational ist, im Ursprung O des zugrunde gelegten kartesischen Normalkoordinaten-
systems und im Fernpunkt der y-Achse zueinander reziproke Singularititen. Diese
hoheven Pavabeln entsprechen sich stets selbst in dem Polarsystem eines bestimmten
Kreises um O.

Einer Tangente ¢ von (1) in einem Punkt (#,|y,) entspricht im Polarsystem des Kreises

x24 y2=p2

Tty o)

Soll dieser Pol T von ¢t wieder ein Punkt der Kurve (1) sein, so muss die Bedingungs-
gleichung

ein Punkt

m™ (n — m)n—m

p2mm  (_1)m a? (2)

bestehen, die man durch Einsetzen der Koordinaten von T in (1) erhilt. Aus (2) ergibt
die Spezialisierung m = 2, n =3 fiir den Radius des gesuchten Kreises den Wert:

2a

33 °

Yy =

R.BEREIS, Wien.
Weitere Losungen gingen ein von A. BAGER (Hjerring), F. GoLDNER (London),
L. KierFER (Luxemburg), A. UNTERBERGER (Bludenz).

Aufgabe 137. Evaluez l'intégrale

o0

f (% — arctgxﬁ) ax.

0 H.BremeEkaMP, Delft.

1) Man iiberzeugt sich sofort, dass P(xI[ y,) auf der Polaren von T liegt und diese die Steigung n y;/m x;
der Tangenten besitzt. Die Redaktion.
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Liosung: Im Intervall 0 < ¥ < oo ist arctga?+ arcctg¥2=m/2. Das gesuchte Inte-

gral ist daher

o0 o0
]=/arcctgx2dx =fydx.
0 0

Da im Intervall <0, oo} y = arcctg x? fallend ist und ferner gilt

li _n limv = 0 ,___—Zx
xﬂ)"‘“‘“z‘, x—l—>ooy‘q ’ _1—}-2’"
haben wir fiir die Flache unter der Kurve auch die Form
/2 () 2 g
- - Fer *
]—‘/‘xdy—-Z/‘l_*_x‘. (*)
0 0
Es ist
x¥dx .
fi:;;— 41/,2 In(x2—xy2+1) —In(x2+ 2 )2 +1)]
1
+ larctg (» Y2 + 1) +arctg(x )2~ 1)]
2)2
und daher

R.LAUFFER, Graz.

Das Integral (*) kann auch mit dem Residuensatz oder durch Zuriickfiihrung auf das
Eulersche Integral B(1/4; 3/4) bestimmt werden.

Weitere Losungen sandten J.Binz (Biel), P. BorL1 (Petit-Lancy, Genéve), L. KIEF-
FER (Luxemburg), B. MARZETTA (Basel).

Aufgabe 138. Fiir die Bernoullischen Zahlen B,, die durch die Entwicklung

mit

(n) _ (n—1) , g1
a,"=a, 4 +vra, ! {1 fir n=0,

0 fiir »>0.

H.BURGER, Grenchen.
Lisung des Aufgabenstellers: Wir beweisen zundchst die erste Darstellung. Es sei

oo
=SB wa B=F N "
n-= ' r - '{’V

[

Aus der Definitionsgleichung fiir ai,”) folgt, wenn man »=m#%, n + 1, ... setzt, dass



Aufgaben 137

af:)z 0 fiir m > »n. Somit gilt fiir (1)

— v‘a( a”x"

00 00 ) o0 v oyl 0o
;22 1+v T x":ﬁé’ -l—v Z (2)

n=0 v= n=0

Durch vollstindige Induktion erkennt man leicht die Richtigkeit der Beziehung

”
_ n) v_ -2 i " x
_V_Z:av =e (x dx) ev,
denn es ist

R, (x)=e"x Fdx— [R,(%) e*] = x R, (%) 4 x Ry(x).

Dasselbe rekursive Gesetz erfiillt auch der Ausdruck

= ._d_. [Sn—l (% %) ex(ez—l)]

_ A" (xler-))
Sn(x) - (6’ ) 2-0 dz 2»0.

dzm

Wegen R(x) = S,(x) = » ist R, (x¥) =S,(»), und es gilt die Taylorsche Entwicklung

00
phleF=1) :Z R;("") o

n=0
k-malige Differentiation nach x liefert

°°R

(82— kxez 1) Z"

n=

Wegen R¥)(0) = £! ag‘) folgt fiir x =0 aus (3)

: k
(e* — 1)’”=k!2; o oder 2:(: Vn! =7 (e=—1)7. (4)
n— n=
Setzen wir den letzten Ausdruck in (2) ein, so folgt
o0
= (=1) x v _ 1 Y - x
F(x) *VZZO’ T, =gyl et —1) = 3=,

F(x) ist also gleich der erzeugenden Funktion der Bernoullischen Zahlen, also B, =B,,.
Die zweite explizite Darstellung ergibt sich, wenn man nach (4) setzt

o SEZ ()

i=o

a(v"):z ar _(?m—l)v

dxmn y!

Aufgabe 139. Eine variable Gerade g werde an den Seiten eines festen, spitzwink-
ligen Dreiecks ABC gespiegelt. Das Dreieck der Spiegelbilder heisse Spiegeldreieck von
g. Man beweise:

Die Spiegeldreiecke einer Parallelenschar sind perspektiv dhnlich. Das Ahnlichkeits-
zentrum G ist ihr Inkreismittelpunkt, und die Ecken liegen auf den Strahlen G4, GB,
GC. Der Radius der Inkreise ist gleich dem Abstand der betreffenden Geraden g vom
Hohenschnittpunkt des Grunddreiecks ABC. G liegt auf dem Umkreis des Grund-
dreiecks, und die Richtungen von g sind den Punkten dieses Kreises eineindeutig
zugcordnet.

Wenn das Grunddreieck stumpfwinklig ist, dann treten an Stelle der Inkreise die
Ankreise derjenigen Seite des Spiegeldreiecks, die aus der Spiegelung an der lingsten



138 Neue Aufgaben

Seite von 4ABC hervorgeht. Bei rechtwinkligem Grunddreieck riickt eine Ecke der
Spiegeldreiecke ins Unendliche. A.StoLL, Ziirich.

Lésung: Eine Schargerade g, durch den Hohenschnittpunkt H des Grunddreiecks geht
bei Spiegelung an b und ¢ in die Geraden g,, und g, iiber. Diese gehen durch die Punkte
H, und H, des Umkreises, die durch Spiegelung von H an b und. erhalten werden. Der
Schnittpunkt von gy, und g,, sei G. Die Winkel des Vierecks GH, AH, bei H, und H,
sind supplementir, weil sie als Nebenwinkel laut Spiegelungsvorgang um H nochmals
auftreten. Das Viereck ist demnach Sehnenviereck, G liegt auf dem durch 4, H, und H,
bestimmten Kreis, also auf dem Umkreis des Grunddreiecks. Analog gilt, dass g,, und
gop (aber auch g,, und g,,) einander auf dem Umkreis von Dreieck ABC schneiden.
Ohne Widerspruch geht das nur, wenn alle drei Spiegelgeraden durch G gehen: Das Spie-
geldreieck von g, artet in den Umkreispunkt G aus. Die Strahlen g, des Biischels H repra-
sentieren die Parallelenscharen. Das Biischel g,, ist dazu gegensinnig kongruent und
schneidet aus dem Umkreis die dazu perspektive Punktreihe G aus, da der Biischel-
scheitel H, auf dem Kreise liegt. Die Richtungen g, und die Umkreispunkte G entspre-
chen also einander projektiv. Eine Schargerade g gehe nun aus g, durch Translation
um die Strecke gH hervor. Die Spiegelgeraden von gy: 84,4, 805> 8oc €rfahren dadurch eine
gleich grosse Parallelverschiebung. G ist damit gemeinsame Beriihrkreismitte aller homo-
thetischen Spiegeldreiecke der Geraden einer Schar, und der Radius dieser Kreise ist
jeweils gleich dem Abstand von g und H. G ist damit aber auch gemeinsames Ahnlich-
keitszentrum der Spiegeldreiecke dieser Parallelenschar; legt man speziell die Schar-
geraden durch 4, B, C, so erkennt man, dass die Geraden G4, GB, GC die Eckpunkte
der Spiegeldreiecke tragen. Uber die Spiegeldreiecke beliebiger Geraden lisst sich fol-
gendes aussagen: Aus der Entstehungsweise der Spiegeldreiecke folgt, dass ihre Aussen-
winkel 2ea, 28, 2y sind, wenn man die Innenwinkel des Grunddreiecks mit «, 8, ¥
bezeichnet. Demnach sind alle Spiegeldreiecke einander ahnlich. Fiir das Spiegeldreieck
der lingsten Grunddreiecksseite sind die im letzten Absatz der Aufgabe angegebenen
Tatsachen unmittelbar einzusehen. Lisst man diese Dreiecksseite durch stetige Bewe-
gung unter Vermeidung des Punktes H in eine beliebige andere Gerade iibergehen, so
erfihrt auch das Spiegeldreieck samt G und Beriihrkreis eine stetige Verdnderung, bei
der der Beriihrkreisradius — wie bewiesen — nie Null wird und die Spiegeldreieckswinkel
nach obigem unverdndert bleiben. Dann aber kann der Beriihrkreischarakter (als
Inkreis oder als der genannte Ankreis) keine Anderung erfahren, womit nun alle Aus-
sagen dieser Geraden-Dreieckszuordnung begriindet sind. A.UNTERBERGER, Bludenz.

Neue Aufgaben

768. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem ist die Kurve mit der Gleichung
y=a-t+bx+cx2+dr*+ert(a,b,c,d, ereell, e + 0) gegeben. Man finde ohne Diffe-
rentialrechnung die Bedingung dafiir, dass die Kurve eine reelle, echte Doppel-
tangente besitzt (Tangente mit zwei getrennten Beriihrungspunkten).

W. Prokop, Winterthur.

169. Von zwei monofokalen Parabeln p, und p, kennt man je ein Kriimmungselement
(Punkt samt Kriimmungskreis); die beiden Parabeln sind zu konstruieren.

R. BERrREISs, Wien.

770. Man beweise die Identitit:

”

H{x——‘tcos’(———kn )} =Z"‘(—1)’°(2n—k) an—k,
4 2n+1 &=t k
J. BARINAGA, Madrid.

171. D’un navire 4 se déplagant d’'un mouvement rectiligne uniforme sur une droite a,
on observe un autre navire B se déplagant aussi d’'un mouvement rectiligne uni-
forme sur une droite b coplanaire avec a.
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De certains points 4,, 4,, ..., 4,, de la trajectoire de 4, on observe B selon des
lignes de visée qui forment avec la route de 4 des angles «,;, a,, ... a,.
Les seules données sont donc les distances 4,4,, 4,A4,, etc. ainsi que les angles
o, &y, etc.
D’une part, on demande de construire:
19 Le point O ou les deux trajectoires a et b se coupent.
20 Te point A, ou se trouve A4 lorsque B se trouve en O.
30 Le point B ou se trouve B lorsque A se trouve en O.
40 L’angle ¢ des deux trajectoires.
59 Le rapport des vitesses des deux navires.
D’autre part, pour pouvoir répondre a chacune des questions précédentes, quel
est le nombre nécessaire et suffisant de visées qu’il faut faire? CH.RoTH, Genéve.

Berichte

Schweizerische Mathematische Gesellschaft
41. Jahresversammlung in Bern am 23. und 24. August 1952

Programm

W. GauTscHI (Basel): Das asymptotische Verhalten von Matrizenpotenzen.

H. BLUMER (Ziirich): Integralgleichungen erster Art und Potentiale einfacher Schicht.
J. HeErscH (Ziirich): Longueurs extrémales et applications quasi-conformes.

K. Voss (Ziirich): Ein Satz aus der Flichentheorie im Grossen.

M. JEGER (Ziirich): Eine Kennzeichnung der linearen Abbildungen des Raumes auf die

Ebene.

A. CHALLAND (Bern): Moyenne d’une série de grandeurs fortuites dont la loi de distri-
bution est elle-méme fortuite.

S. Piccarp (Neuchatel): Sur les groupes de substitutions.

H. ME1ER (Rorbas): Neue Resultate im Burnside-Problem.

H. Hapwicer (Bern): Uber additive und schwachstetige Polyederfunktionale.

B. Eckmann (Ziirich) : Uber komplex-analytische Mannigfaltigkeiten.

H. GucGenHEIM (Basel): Uber Einsteinsche Riume.

G. pE RaaMm (Lausanne): Sur la réductibilité d’'un espace de Riemann.

In der Schweizerischen Gesellschaft fiir Logik und Philosophie der Wissenschaften
sprachen zum Thema «Der Begriff der Wahrscheinlichkeit und seine Rolle in den
Naturwissenschaften» die Herren B. L. vAN DER WAERDEN (Mathematik), W. PauLt
(Physik) und S. Rosin (Biologie).

Dritter Osterreichischer Mathematikerkongress
9. bis 14. September 1952 in Salzburg

Im Mai 1948 fiihrte die « Mathematische Gesellschaft in Wien» die erste osterreichische
Mathematikertagung durch. An vier Tagen wurden von und vor ausschliesslich oster-
reichischen Mathematikern 24 Vortrige gehalten. Jedem Teilnehmer war es damals
moglich, jeden Vortrag anzuhoren, weil die verschiedenen Fachgruppen nicht gleich-
zeitig tagten und jedem Vortrag eindeutig eine bestimmte Zeit, meistens eine Stunde,
zugeordnet war. Der Erfolg jener Veranstaltung fiihrte zu verschiedenen Verallgemei-
nerungen: 1. Die «Mathematische Gesellschaft in Wien» wurde zur «Osterreichischen
Mathematischen Gesellschaft» erweitert. 2. Aus der «Tagung» des Jahres 1948 wurde
schon im Spidtsommer des folgenden Jahres ein «Kongress», der zweite Osterreichische
Mathematikerkongress in Innsbruck. 3. Ausser 36 in Osterreich lebenden Mitgliedern
nahmen an diesem Kongress 71 auslindische Mathematiker aus 12 Staaten teil. 4. Die
Zahl der Vortrige wurde verdreifacht, die der Vortragssprachen sogar vervierfacht.
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