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Denkt man sich die geschilderte Konstruktion für andere Deklinationswerte ö, jedoch
unter Beibehaltung des Kreisradius a wiederholt, so erhält man offensichtlich lauter
kongruente und gleichgestellte Ellipsen mit kongruenten Markenpolygonen. Es liegt
daher nahe, diese durch Verschiebung in Nord-Süd-Richtung zur Deckung zu bringen:
Dann muss aber der Zeigerstab von Tag zu Tag einen neuen Standort haben, und zwar
hat er, wie aus der Figur abzulesen ist, jeweils in der Entfernung

d a tgö cos (p (2)

nördlich vom Ellipsenzentrum zu stehen. Die Konstruktion der entsprechenden
Kalenderskala geht aus der Figur wohl zur Genüge hervor. Dass hierbei viele der nur zu
Erklärungszwecken aufgenommenen Linien entbehrlich sind, liegt auf der Hand; auch
die Ermittlung der Stundenskala kann mittels der Ellipsenkonstruktion von Proklus
noch rationalisiert werden.

Abschliessend sei bemerkt, dass sich die geometrischen Überlegungen ohne weiteres
auch auf eine Zifferblattebene beliebiger Stellung und einen Zeigerstab beliebiger
Richtung übertragen lassen: An Stelle des Grundrisses hat dann eben die
Parallelprojektion in Zeigerrichtung auf die Ziffernebene zu treten. W. Wunderlich, Wien.

Aufgaben

Aufgabe 131. Man beweise

^ V-i (4 A-2) (4*-2)
und stelle eine entsprechende Produktentwicklung für j/w auf.

K. Schneider, Oberdorf, BL.

Zu dieser Aufgabe schreibt uns Prof. W. Sierpinski (Warschau):
«Ce probleme a 6te resolu par moi en 19081). La formule pour j/w trouvee par moi

6tait

oü le produit doit ejtre 6tendu ä toutes les valeurs k impaires et non divisibles par n.
Pour n 2, on trouve la formule bien connue de Euler2)

,-_ 2-2 6-6 10 - 10
V2 ~ T^T* T^Y* 9- 11

d^duite par lui du developpement de sin nx en produit infini pour x 1/4. Cette formule
donne tout de suite la formule du probleme 131.

Pour n 3, on trouve la formule de Stern8)

)[3 4 • 8 10 • 14 16 • 20

2 5- 7 11 • 13 17 • 19

x) W. Sierpinski, C. r. Soc. Sei. Varsovie, Cl. III, 1908, 138-140.

-) L. Euler, Introductio (Lausanne 1748), p. 147. L. Euleri Opera omnia, Ser. I, Vol. 8, p. 198.

3) Stern, Lehrbuch der algebraischen Analysis (Leipzig 1860), p. 375.
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Pour d£montrer d'une facon elementaire la formule (1), il suffit de remarquer que,
en designant par pm le produit de m premiers facteurs du produit mfini (1), on a

p* P* _.
2Hm + lnn1(i + i V,

k{{ \ + 2 k (2 k + 2) j
d'oü l'on trouve tout de suite

2 n m -\ 1

*>Plm>' 2 m + 1 '

ce qui donne

m-*-oo

II est encore ä remarquer qu'en 1907 j'ai demontre2) d'une fa9on elementaire pour m
et n naturels, n> 1, la formule

oü r(n, k) est egale ä 1 — n ou ä 1 suivant que Ä est divisible par n ou ne Test pas.
Donc en particulier, pour n 2 et m naturel.

1^=(1 + ^)(1-W3r)(1 + ^^)(1-T^rr)----3)
Pour m 2 on retrouve la formule citee de Euler. Or, pour w 2 la formule (2)
donne la formule (1). La formule (2) peut 6tre encore generahsee. on a pour x r6e\ < 1

et n naturel > 1 la formule

n* nU+T{"-k)x),00 /

Ä l \
mais la demonstration n'est pas elementaire.»

Der Aufgabensteller sowie A. Bager (Hj0rnng, Danemark) verwenden die bekannte
Formel

*~1 r n Vn

Der Aufgabensteller gibt die Formel

yf~ ,n-1 (2 H- 1)' (4rt-l)» (6»- 1)1 _K w2""1 '
(2«)!(3«)2«"1

'
(4«)!(5w)»»-1

x) Aus den beiden Ausdrucken fur £2 m ergibt sich

2m + 2 2 w + 4 2 W m
/'nwnw 2m-f-l 2m+ 3 2«w-l *

Aus (1) erhalt man fur n — 21 + 1:

2 • 4 • • • 2 t(2 i+ 2) • • • 4 * (4 t + 4) • •. (6 t + 2) (6 t + 4) • • • (8 t + 2)
1 *»w 1 • 3 • • (2 t — 1) (2 t + 3) • • • (4 t + 1) (4 t + 3) • • (6 t + 1) (6 t + 5) • • • (8 t + 3)

und turn 2t:
2 • 4 - * (21) (2 *) • - - (4 t — 2) (4 * + 2) • • • (6 t) (6 t) • • - (8 t — 2)

Pnm- 1.3...^*— i)(2* + l) ...(4*_- 1)
'

(4* + 1) (6 t - 1) (6 t + 1) • • • (8 / — 1)

woraus sich die Übereinstimmung leicht erkennen lässt (Red
2) W. Sierpinski, Bull. Acad. Sei. Cracovie, Cl. Sei math., 1907, 1052—1057.
8) W Sierpinski, Wiadom. Mat 12 (1908)
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Die Formel von A Baolr lautet

2 n i — ryjn- v^n n„_j r_j 2 n v — n

Fine weitere Losung sandte t Goldnür (London)

Aufgabe 132. Sind alf a2, am, blt b2, bm, bt 5g at naturliche Zahlen und wird
m m

gesetzt, so gilt

•<A(Ö*G)
Man beweise diese Ungleichung Erwünscht waren noch andere Abschatzungen dieses
Produkts von Binomialkoeffizienten Erwin Bareiss, Zürich

Losung Die zu beweisende Ungleichung folgt sogleich durch Vergleichung der Koef-
fi/ienten von x& in der Identität

(1 + X) « IT (1 I *)•* ZT jl + ("*) X V I (£') Xb* + | X*\

F Goldner, London
A Moor (Debrecen) beweist folgende Verallgemeinerungen, wo r, pv qt natürliche

Zahlen sind
m Jw \ la \ /A*\ m m

Eine weitere Losung sandte R Lauffer (Graz)

Aufgabe 133. Eine Gerade bewegt sich so, dass sie stets durch einen festen Punkt O

geht und einer ihrer Punkte stets auf einem festen Kreise hegt Em Punkt P dieser
Gerade werde so gewählt, dass die von ihm beschriebene Kurve k durch O geht Zeige,
dass der Krümmungsradius von k in O gleich dem halben Abstand von O und dem
zugehörigen Momentanzentrum ist. R Schoeck, Winterthur

Losung Der Zusatz «und einer ihrer Punkte stets auf einem festen Kreis hegt» ist
überflüssig

M sei der momentane Drehpol einer ebenen Bewegung (Sx festes System, 52
bewegtes System) und die bewegte Gerade g gehöre dem System S2 an Die Gerade n
durch M schneide den Wendekreis im Punkt W2 und den Wendekreis der reziproken
Bewegung (S2 ist fest und Sx bewegt) im Punkt Wx Es ist \v\M MWX

Ist der Punkt P2 auf der Geraden n Punkt von S2 und K2 der Krummungsmittel-
punkt der Bahn (P2), dann lautet die (vorzeichensichere) Gleichung von Savary

=U-___--.__=,. (i)
MK2 MP2 MW2

Fur die reziproke Bewegung sei Px der augenblicklich mit P2 zusammenfallende Punkt
von Sx und K% der Krummungsmittelpunkt der Bahn (Px) [(Px) hegt in S2], und es ist
wegen W2M MWX\ 111-=r- + ~=r (2)

MKX MP2 MW2
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Ist daher bei der reziproken Bewegung die Bahn (Px) die bewegte Gerade g und Px O
dann ist O Wlt da Kx unendlich fern ist Aus den Gleichungen (1) und (2) erhalt man

1
MK2 -j MO

das heisst, der Krummungsmittelpunkt K2 der Bahn (P2) des Punktes P der Geraden g
welcher augenblicklich mit dem festen Punkt O zusammenfallt, ist der Halbierungspunkt

der Strecke MO R Lauffer, Graz

Eine kinematische Losung der Aufgabe findet sich auch bei Th Poschl, Statik und
Mechanik, 3 Aufl (Springer, Berlin 1949), S 219 Weitere Losungen sandten P Gold
ner (London), W Luss\ (Winterthur) \ Schwarz (Seuzach) G V JTordion (Zürich)

Aufgabe 134. Der Radius OA eines Kreises werde in fünf gleiche Teile geteilt Bx
B2, Bz und £4 seien die Schnittpunkte der in den Teilpunkten aut OA errichteten Lote
mit der Kreisperipherie Man beweise, dass alle Winkel AOBt (i 1, 2, 3, 4) mit dem
rechten Winkel inkommensurabel sind Vicfnte Inglada, Madrid

Losung Fur den indirekten Beweis setzen wir

< AOBt =^ | | (p.q ganz)

wo i einen der Werte 1, 2, 3, 4 haben kann Dann ist cos#t t/5 und man erhalt aus

cos 2 q 0t Z (~ l)8 [l q) (cos &t)iq-2s (sin #t)28

durch Ersetzen von sin ftt durch cos frt

(-l)p=ro«2,~25(y) C)

Hier ist

und die übrigen a2q_%$ sind ganze Zahlen Multiplizieren wir (*) mit 52q~2, so folgt,
dass 22q~l iiq/25 eine ganze Zahl sein musste, was unmöglich ist F Goldner, London

Eine weitere Losung sandte A Bager (Hjernng, Danemark)

Aufgabe 135. Gegeben zwei in bezug auf einen gemeinsamen Durchmesser zueinander

symmetrisch liegende Parabeln Px, Pt (Parameter p, Achsendistanz 2 k) Dann
hat die Aufgabe «Ein Quadrat zu zeichnen, dessen Ecken abwechselnd auf Px und P2

liegen» fur k < p keine, fur k — p unendlich viele und fur k > p genau zwei Losungen
Man berechne im letztern Fall die Quadratseite C Bindschedler, Kusnacht

Losung a) Die beiden Parabeln können dargestellt werden durch

(y ±k)*=2px (1)

Die auf die vorgeschriebene Art eingeschriebenen Vierecke seien zunächst einfach
Parallelogramme mit den Mittelpunkten (u, v) Ihre Diagonalen sind dann konjugiert zu
y v in bezug auf jede der beiden Parabeln und haben daher die Steigungsmasse

— TJT' <2)

unabhängig von u Fur v — 0, und nur fur dieses, sind die beiden m entgegengesetzt
gleich

b) Aus (2) folgt sofort Die fraglichen Parallelogramme sind Rhomben dann und nur
dann, wenn v% — k2 — p* ist Das ist der Fall fur zwei oder ein oder kein reelles v, je
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nachdem k grosser oder gleich oder kleiner als p ist Allgemein erhalt man fur den
Sinus des Winkels w zwischen den Diagonalen

2kp
]/Ak2p2 + (v2 - k2 + p2)2

(3)

c) Fur die Schnittpunkte von (y — v) p(x — u)/(v + k) mit der zugeordneten
Parabel (y 4- k)2 2p x erhalt man durch Elimination von x

y2 — 2 v y - 2 p u + 2 v (v + k) + k2 0
und daher

(y - v)2 2 p u - (7 + k)2 und p2 (x - u)2 (v + k)2 (y - v)2

Fur die Lange s der halben Sehne gilt daher

p2 s2 {(v + k)2 + p2} {2 p u - (v + k)2}
__. (y2+ k2+ p2) (2pu- v2- k2) -4k2v2 + 2kv (-2pu + 2v2 + 2k2 + p2) (4)

Fur die andern beiden Parallelogrammecken ist k durch — k zu ersetzen Sollen also
die fraglichen Parallelogramme Rechtecke sein, dann muss

v (- 2 p u + 2 v2 + 2 k2 + p2) 0 (5)
gelten Das heisst

Die Mittelpunkte aller auf die vorgeschriebene Weise eingeschriebenen Rechtecke liegen
entweder auf dem den beiden Parabeln gemeinsamen Durchmesser v 0, mit den Seiten
parallel und normal dazu, oder auf der Parabel v2 p {u — (2 k2 + p2)/2 p}

Die ersteren sind alle einander ähnlich und werden zufolge b) dann und nur dann
Quadrate, wenn k p ist Bei den letzteren gilt fur die Flache F wegen (3), (4) und (5)
mit v + 0

F= 4-^-/4 k2p2 + (v2- k2 + p2)2^ Sk2 (6)

d) Da nach b) die Mittelpunkte aller auf die vorgeschriebene Weise eingeschriebenen
Rhomben auf den Geraden v2 k2 — p2 liegen, so folgt schliesslich Fur k > p gibt es

genau zwei reelle Quadrate mit den Mittelpunkten {(4 k2 — p2)/2 p + j/£2 — p2} Ihre
Flache ist 8 k2 und bildet das Minimum der Rechtecksflachen A Stoll, Zürich

Weitere Losungen sandten A Bager (Hjernng), F Goldner (London) L Kieffer
(Luxemburg), R Laufffr (Graz) (2 Losungen)

Neue Aufgaben
164 Calculei l'integrale

/
OQ

dx
are tg a x are tg b x —r (a ^ 0,6^0)x-

H Bremfkamp, Delft
165 Man beweise Fur (a, n) 1 ist

x s a- 12nEk \~\ (mod n)

Losung der Kongruenz a x 1 (mod n) B van der Pol, Genf

166 Von einem Punkte P in der Ebene eines Dreiecks (At) falle man die Lote auf die
Seiten des Dreiecks Ihre Fusspunkte bilden em Dreieck, dessen Flache F eine
Funktion von P ist Man zeige

a) Der geometrische Ort der Punkte P, deren Fusspunktsdreiecke nach Grosse
und Sinn gleiche Flache haben, ist ein zumUmkreis von (At) konzentrischer Kreis

b) Der geometrische Ort der Schwerpunkte der Fusspunktsdreiecke gleicher
Flache ist eine Ellipse um den Schwerpunkt von (At) als Mittelpunkt
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c) Die Ellipsen von b) sind, als Funktion des Parameters F, homothetisch,
und ihre Achsen sind parallel zu dem Achsenkreuz k(e), welches nach Aufgabe
148 4 dem Dreieck (At) zugeordnet ist (Winkelhalbierende zwischen der an einer
der Dreiecksseiten gespiegelten Euler Geraden und der Verbindung des Umkreis
mittelpunktes mit der Gegenecke jener Seite) A Stoll 7unch

167 Es sei k eine geschlossene konvexe Kurve mit stetiger Tangente und Krümmung
Auf der Normalen jedes Punktes P von k wird von P aus nach aussen das A fache
des Krümmungsradius in P abgetragen Es entsteht eine spezielle «begleitende»
Kurve von k Ist B die Flache der begleitenden Kurve K diejenige von k und E
die Flache der Evolute von k, so gilt die Formel

B (K+ l)2 K + A(A + 2) E
E Trost 7unch
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Folgende Neuauflagen der bestbekannten Bande der Sammlung Goschen (Walter de
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Im Sinne der Sammlung werden die einfachsten geometrischen Begriffe und Lehr
satze in sorgfaltig durchdachten Bildern (mehrfarbige Zeichnungen) mit knappem
Text vorgeführt Der Verfasser schreibt m der Einfuhrung «Die vorliegende Arbeit soll
kein Lehrbuch sein Vielmehr wird der ausgewählte Stoff in freier Weise gemäss den
leitenden Gesichtspunkten gruppiert, welche der elementaren Geometrie das Gepräge
geben » Fur den Lehrer der elementaren Geometrie, in erster Linie auf der Stufe der
Sekundärschule, kann das vorliegende Heft durch seine schonen Zeichnungen manche
Anregung bringen L Locher-Ernst
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