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Aufgaben 115

Denkt man sich die geschilderte Konstruktion fiir andere Deklinationswerte 4, jedoch
unter Beibehaltung des Kreisradius a wiederholt, so erhidlt man offensichtlich lauter
kongruente und gleichgestellte Ellipsen mit kongruenten Markenpolygonen. Es liegt
daher nahe, diese durch Verschiebung in Nord-Siid-Richtung zur Deckung zu bringen:
Dann muss aber der Zeigerstab von Tag zu Tag einen neuen Standort haben, und zwar
hat er, wie aus der Figur abzulesen ist, jeweils in der Entfernung

=atgdcosg (2)

nordlich vom Ellipsenzentrum zu stehen. Die Konstruktion der entsprechenden Kalex-
derskala geht aus der Figur wohl zur Geniige hervor. Dass hierbei viele der nur zu
Erklarungszwecken aufgenommenen Linien entbehrlich sind, liegt auf der Hand; auch
die Ermittlung der Stundenskala kann mittels der Ellipsenkonstruktion von PROKLUS
noch rationalisiert werden.

Abschliessend sei bemerkt, dass sich die geometrischen Uberlegungen ohne weiteres
auch auf eine Zifferblattebene beliebiger Stellung und einen Zeigerstab beliebiger
Richtung iibertragen lassen: An Stelle des Grundrisses hat dann eben die Parallel-
projektion in Zeigerrichtung auf die Ziffernebene zu treten. W. WunDERLICH, Wien.

Aufgaben
Aufgabe 131. Man beweise

© (4 —3)(4k—1)

V2 =2l

und stelle eine entsprechende Produktentwicklung fiir V; auf.
K. ScHNEIDER, Oberdorf, BL.

Zu dieser Aufgabe schreibt uns Prof. W. SIERPINSKI (Warschau):

«Ce probléme a été résolu par moi en 1908?). La formule pour }/» trouvée par moi
était

_ k+ (—1)[k/n]
yo= 2t T (1)

ou le produit doit &tre étendu 2 toutes les valeurs & impaires et non divisibles par #z.
Pour n = 2, on trouve la formule bien connue de EULER?)

V—2—~_2'2 6'6 10'10...
T 1-3°5.7 9-.11

déduite par lui du développement de sin nx en produit infini pour ¥ = 1/4. Cette formule
donne tout de suite la formule du probléme 131.
Pour » = 3, on trouve la formule de STERN?)

Y3 _4-8 10-14 16-20
2 5.7 11-13 17-19

1) W. SierpiNski, C. r. Soc. Sci. Varsovie, Cl. III, 1908, 138-140.
2) L. EuLER, Introductio (Lausanne 1748), p. 147. L. Euleri Opera omnia, Ser. I, Vol. 8, p. 198.
3) STERN, Lehrbuch der algebraischen Analysis (Leipzig 1860), p. 375.



116 Aufgaben

Pour démontrer d’une fagon élémentaire la formule (1), il suffit de remarquer que,
en désignant par p,, le produit de m premiers facteurs du produit infini (1), on a

n . 2um 1 nm-1 1

- E— - .. F—
an nm-—1 1 > ’ an 2m+1 kIZm(1+ (Zk-}‘ 1)

I (1+ I

)

k=m

d’ou l'on trouve tout de suite

2nm 41
">Pﬁm>—2;n“:'l—"

ce qui donne
limp,,, = Vn .

m—> 0O

Il est encore a remarquer qu’en 1907 j’ai démontré?) d’une fagon élémentaire pour m
et n naturels, # > 1, la formule

Vo= 17 (1 + ). 2

ou t(n, k) est égale & 1 — » ou a 1 suivant que % est divisible par » ou ne l'est pas,
Donc en particulier, pour » = 2 et m naturel:

Vi (1 320) (- ) 1 ) )

Pour m = 2 on retrouve la formule citée de EULER. Or, pour m = 2 la formule (2)
donne la formule (1). La formule (2) peut &tre encore généralisée: on a pour » réel < 1

et #» naturel > 1 la formule
oo T(n, R) x)
ne = 14—,
k1=-71( k—x

mais la démonstration n’est pas élémentaire.»
Der Aufgabensteller sowie A. BAGER (Hjerring, Dinemark) verwenden die bekannte
Formel

n
1] sin 7 2‘{‘ T
Der Aufgabensteller gibt die Formel
V;: 2"'__1 (2""" 1)! . (4’”""1)! . (6”—1)! .
nin-1 (2m)! (3n)2n—1 (4 m)!(5n)2n-1 ’

1) Aus den beiden Ausdriicken fiir p2 = ergibt sich

" _2m+2 2m+ 4 2nm
MM 9w+l 2m 43 2nm—1

Aus (1) erhdlt man fiir n = 2¢ + 1:

B 2.4..-2¢(284+2)---4t (At +4)--(6L+2)(6t+4)---(8¢+72)
Pam =T 3. @I—1)(21+8) - -@i+1)  (@i+3)---(6f+1)6i+5)---(8t+3

und firn = 2¢:

B Q4. (28)(28)--- (42 —2) (4t +2)---(68)(68)---(8t—2)
Pam= 1 3. @t—0) @i+ @di—-1) @+ D - @i—T1)OtFD - @I—1

R

woraus sich die Ubereinstimmung leicht erkennen lisst (Red.).
2) W. SierpiNskI, Bull. Acad. Sci. Cracovie, Cl. Sci. math., 1907, 1052—1057.
3) W. SierpiNski, Wiadom. Mat. 12 (1908).
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Eine weitere Losung sandte I'. GoLDNER (London).

Aufgabe 132. Sind a,, a,, ..., a,,; by, by, ..., b,,, b; = a; natiirliche Zahlen und wird

gesetzt, so gilt

" la, A
o<1 (51) = (3)
1-1 bi B
Man beweise diese Ungleichung. Erwiinscht wiaren noch andere Abschitzungen dieses
Produkts von Binomialkoeffizienten. ErwiIN BarEeiss, Ziirich.

Lisung: Die zu beweisende Ungleichung folgt sogleich durch Vergleichung der Koef-
fizienten von x8 in der ldentitit

’" 2y a 1
(1 + x)4 = ]JT (1 4 x)a =]I < )x+ ceef ( ‘)xb¢+ ce b oxaig
=1 1 \ b; J
F. GoLDNER, London.
A. MoORr (Debrecen) beweist folgende Verallgemeinerungen, wo », p,, ¢, natiirliche
Zahlen sind:

0<1](ql)(zi)§(f%:)’ ) A*:,f"—}:piai’ Bt___g‘qibi. (1)

11

0<1]71 (b ) (‘;:\)”'. (2)

Eine weitere Losung sandte R. LAUFFER (Graz).

Aufgabe 133. Eine Gerade bewegt sich so, dass sie stets durch einen festen Punkt O
geht und einer ihrer Punkte stets auf einem festen Kreise liegt. Ein Punkt P dieser
Gerade werde so gewdhlt, dass die von ihm beschriebene Kurve & durch O geht. Zeige,
dass der Kriimmungsradius von % in O gleich dem halben Abstand von O und dem zuge-
horigen Momentanzentrum ist. R. ScHoECk, Winterthur.

Lésung: Der Zusatz: «und einer ihrer Punkte stets auf einem festen Kreis liegt» ist
iiberfliissig.

M sei der momentane Drehpol einer ebenen Bewegung (S, = festes System, S, = be-
wegtes System) und die bewegte Gerade g gehdre dem System S, an. Die Gerade #»
durch M schneide den Wendekreis im Punkt W, und den Wendekreis der reziproken
Bewegung (S, ist fest und S, bewegt) im Punkt W,. Es ist W, M = MW,.

Ist der Punkt P, auf der Geraden # Punkt von S, und K, der Kriimmungsmittel-
punkt der Bahn (F,)), dann lautet die (vorzeichensichere) Gleichung von SAVARY

1 1 1

= - 1
MK, MB, MW, @)

Fiir die reziproke Bewegung sei P, der augenblicklich mit P, zusammenfallende Punkt
von S; und K, der Krummungsmlttelpunkt der Bahn (B) [(A) liegt in S;], und es ist
wegen W,,M Mt W1

1 1 1

S s (2)

MK, MB- MW,
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Ist daher bei der reziproken Bewegung die Bahn (F,) die bewegte Gerade g und P, = O,
dann ist O = W,, da K, unendlich fern ist. Aus den Gleichungen (1) und (2) erhalt man

MK, = 5 M0,

das heisst, der Kriimmungsmittelpunkt K, der Bahn (B,) des Punktes P der Geraden g,
welcher augenblicklich mit dem festen Punkt O zusammenfillt, ist der Halbierungs-
punkt der Strecke MO. R. LAUFFER, Graz.

Eine kinematische Losung der Aufgabe findet sich auch bei TH. POscHL, Statik und
Mechanik, 3. Aufl. (Springer, Berlin 1949), S. 219. Weitere Losungen sandten F. GoLp-
NER (London), W. Lissy (Winterthur), A. ScHwaRz (Seuzach), G. V. Torp1ON (Ziirich).

Aufgabe 134. Der Radius O4 eines Kreises werde in fiinf gleiche Teile geteilt. B,,
B,, B, und B, seien die Schnittpunkte der in den Teilpunkten aut O4 errichteten Lote
mit der Kreisperipherie. Man beweise, dass alle Winkel AOB; (i = 1, 2, 3, 4) mit dem
rechten Winkel inkommensurabel sind. VIceNTE INGLADA, Madrid.

Lésung: Fiir den indirekten Beweis setzen wir
5408, 0,222 .4
wo ¢ einen der Werte 1, 2, 3, 4 haben kann. Dann ist cos #; = i/5, und man erhilt aus

g

cos2¢q ;=23 (—1)® (2 q) (cos #,;)22— 2% (sin §;)%¢
s=0 2s

durch Ersetzen von sin #; durch cos &;

(—1)? =s§)a,q~“(§)“_“ (*)

’

(2N (P 4 1 (P9 = 220

me= () + () + o+ (Gg) = 2
und die iibrigen a,,_;, sind ganze Zahlen. Multiplizieren wir (*) mit 52¢-2, so folgt,
dass 229-1439/25 eine ganze Zahl sein miisste, was unmoglich ist. F. GOLDNER, London.

Hier ist

Eine weitere Losung sandte A. BAGER (Hjerring, Danemark).

Aufgabe 135. Gegeben zwei in bezug auf einen gemeinsamen Durchmesser zueinan-
der symmetrisch liegende Parabeln P,, P, (Parameter p, Achsendistanz 2 k). Dann
hat die Aufgabe: «Ein Quadrat zu zeichnen, dessen Ecken abwechselnd auf B und F,
liegen» fiir 2 < p keine, fiir 2 = p unendlich viele und fiir 2 > p genau zwei Lésungen.
Man berechne im letztern Fall die Quadratseite. C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht.

Losung: a) Die beiden Parabeln konnen dargestellt werden durch

(y £R)*=2px. (1)

Die auf die vorgeschriebene Art eingeschriebenen Vierecke seien zunidchst einfach Pa-
rallelogramme mit den Mittelpunkten (», v). Ihre Diagonalen sind dann konjugiert zu
¥ = v in bezug auf jede der beiden Parabeln und haben daher die Steigungsmasse

__?

"= 4+ k"’ (2)
unabhingig von u. Fiir v = 0, und nur fiir dieses, sind die beiden m entgegengesetzt
gleich.

b) Aus (2) folgt sofort: Die fraglichen Parallelogramme sind Rhomben dann und nur
dann, wenn v? = k* — p? ist. Das ist der Fall fiir zwei oder ein oder kein reelles v, je
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nachdem % grosser oder gleich oder kleiner als p ist. Allgemein erhdlt man fiir den
Sinus des Winkels w zwischen den Diagonalen:

2kp
V4 k2 pz + (vz — kE 4 P22

c¢) Fiir die Schnittpunkte von (y — v) = p(¥ — u)/(v + k) mit der zugeordneten
Parabel (v + k)2 = 2 p » erhdlt man durch Elimination von x:

y:—2vy—-2pu+2v(v+k)+Rr=0,

sin w =

(3)

und daher
(y—v)2=2pu—~ (v+ k2% und p2(x —u)®= (v+ k)2 (y — v
Fiir die Liange s der halben Schne gilt daher:

prs?t={(v+ R+ P2}{2pu— (v+k)?}
= (v2+ R24+ Pp2) (2pu—v2— R —4R202 4L 2RV (—2pu+ 2024+ 2R%4 p2). (4)

Fiir die andern beiden Parallelogrammecken ist 2 durch — k& zu ecrsetzen. Sollen also
die fraglichen Parallelogramme Rechtecke sein, dann muss

V(—2pu+20v24+2kR24+p%) =0 (5)
gelten. Das heisst:

Die Mittelpunkte aller auf die vorgeschriebene Weise eingeschriebenen Rechiecke liegen
entweder auf dem den beiden Pavabeln gemeinsamen Durchmesser v = 0, mit den Seiten
pavrallel und normal dazu, odev auf der Parabel v = p {u — (2 k% 4 p2)/2 p}.

Die ersteren sind alle einander dhnlich und werden zufolge b) dann und nur dann
Quadrate, wenn k = p ist. Bei den letzteren gilt fiir die Fliche F wegen (3), (4) und (5)
mit v * 0:

P kT 2 o

d) Da nach b) die Mittelpunkte aller auf die vorgeschriebene Weise eingeschriebenen
Rhomben auf den Geraden v2? = k2 — p? liegen, so folgt schliesslich: Fir k> p gibt es
genau zwei veelle Quadrate mit den Mittelpunkten {(4 k* — p2)[2p, + |k — p2}. Lhve
Fliiche ist 8 k® und bildet das Minimum der Rechtecksflichen. A. StoLi, Ziirich.

Weitere Losungen sandten A. BAGER (Hjerring), F. GoLDNER (London), L. KIEFFER
(Luxemburg), R. LAurrFeEr (Graz) (2 Losungen).

Neue Aufgaben

164. Calculer Vintégrale
o

/arctgaxarctgbxij. (@a=0,b=0)

L]

H. BREMEKAMP, Delft.
165. Man beweise: Fiir (a, n) = 1 ist

n-1
an—lzz‘k[—’f—a—] (mod #n)
k=1 n

Losung der Kongruenz a x = 1 (mod 7). B. vaN DER Por, Genf.

166. Von einem Punkte P in der Ebene eines Dreiecks (4;) fille man die Lote auf die
Seiten des Dreiecks. Ihre Fusspunkte bilden ein Dreieck, dessen Fliche F eine
Funktion von P ist. Man zeige:

a) Der geometrische Ort der Punkte P, deren Fusspunktsdreiecke nach Grosse
und Sinn gleiche Fliache haben, ist ein zumUmkreis von (4;) konzentrischer Kreis.

b) Der geometrische Ort der Schwerpunkte der Fusspunktsdreiecke gleicher
Fliche ist eine Ellipse um den Schwerpunkt von (4,) als Mittelpunkt.
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c) Die Ellipsen von b) sind, als Funktion des Parameters F, homothetisch,
und ihre Achsen sind parallel zu dem Achsenkreuz k(¢), welches nach Aufgabe
148.4 dem Dreieck (A;) zugeordnet ist (Winkelhalbierende zwischen der an einer
der Dreiecksseiten gespiegelten Euler-Geraden und der Verbindung des Umkreis-
mittelpunktes mit der Gegenecke jener Seite). A. StoLv, Ziirich.

167. Es sei k eine geschlossene konvexe Kurve mit stetiger Tangente und Kriimmung.
Auf der Normalen jedes Punktes P von %2 wird von P aus nach aussen das A-fache
des Kriimmungsradius in P abgetragen. Es entsteht eine spezielle «begleitende»
Kurve von k. Ist B die Fliche der begleitenden Kurve, K diejenige von 2 und E
die Fliche der Evolute von %, so gilt die Formel

B=(A+12K+ A(A+2)E.
E. TrosT, Ziirich.
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Hier sei daran erinnert, dass man im ersten Kapitel eine sehr schone Analyse des
Problems der Kriftezusammensetzung und eine Darstellung der nichteuklidischen
Trigonometrie findet.

E. Garols, Euvres mathémathiques suivies d’une notice sur E. Galois et la théorie des
équations algébriques par G. VERRIEST. (64 und 57 Seiten.) 1951.

Nach einer kurzen Lebensbeschreibung erldutert G. VERRIEST in durchweg elemen-
tarer Art den Grundgedanken der Galoisschen Gleichungstheorie.

Folgende Neuauflagen der bestbekannten Bidnde der Sammlung Goschen (Walter de
Gruyter & Co., Berlin) sind eingetroffen:

Band 920. G. HoHEISEL, Gewdhnliche Differentialgleichungen. Vierte, neubsarbeitete
Auflage. (129 Seiten) 1951..

Band 931. H. Hasse, Hdhere Algebra. Erster Teil: Lineave Gleichungen. Dritte ver-
besserte Auflage. (152 Seiten.) 1951.

Band 932. H. Hasskg, Hohere Algebra. Zweiter Teil: Gleichungen hoheven Grades. Dritte
verbesserte Auflage. (158 Seiten.) 1951.

H. BI1ERI: Geometrie. Heft 10 der Sammlung «Lebendiges Wissen». Bubenbergverlag
AG., Bern 1951. 56 Seiten.

Im Sinne der Sammlung werden die einfachsten geometrischen Begriffe und Lehr-
sitze in sorgfiltig durchdachten Bildern (mehrfarbige Zeichnungen) mit knappem
Text vorgefiihrt. Der Verfasser schreibt in der Einfiihrung: «Die vorliegende Arbeit soll
kein Lehrbuch sein. Vielmehr wird der ausgewihlte Stoff in freier Weise gemiss den
leitenden Gesichtspunkten gruppiert, welche der elementaren Geometrie das Geprige
geben.» Fiir den Lehrer der elementaren Geometrie, in erster Linie auf der Stufe der
Sekundarschule, kann das vorliegende Heft durch seine schénen Zeichnungen manche
Anregung bringen. L. Locher-Evnst.
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