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E, der Grosse dieser Art und eines (dimensionslosen) Tensors m-ter Stufe a; i, ...s,,
(¢t =1, 2, 3), dessen Koordinaten die Masszahlen der Koordinaten von Ai,...ipm
beziiglich E, sind, dargestellt werden. Letzterer kann dann noch als Produkt einer
Zahl o und eines Einstensors, das heisst eines dimensionslosen Tensors m-ter Stufe,
dessen Betrag eins ist, angegeben werden (4;,i,...im = & E4-1i,4,... i, zum Beispiel
Richtungskosinus cosa; = e; eines Vektors). Dann kann mit diesen Symbolen, falls
die angegebenen Einschrinkungen beachtet werden, nach den Regeln der gew6hn-
lichen Arithmetik und des Tensorkalkiils gerechnet werden. Auch hier zeigt sich die
Unzweckmissigkeit des iiblichen symbolisch-anschaulichen Vektorkalkiils, der diese
«Permanenz» nicht zuldsst (sogenannte innere und dussere «Produkte»). Verwendet
man affine Koordinatensysteme (Achsen verschieden geeicht und schiefwinklig), so
tritt an Stelle der invarianten Form x; x; die metrische Grundform g;, x; x,, das
heisst als (dimensionsloser) metrischer Fundamentaltensor g;,, statt des Einheits-
tensors 8;; = 1 (¢ = §) bzw. 0 (¢ + §) zweiter Stufe, der {ibrigens nur beim Ubergang
von kontra- zu kovarianten Koordinaten vorkommt.

Uberblicken wir nochmals den Gedankengang, so erscheint die Grossengleichung
als das Urspriingliche. Der Psychologe, Genetiker und Erkenntnistheoretiker wird
vielleicht geneigt sein, zu sagen, wir rechnen mit Zahlen wie mit Gréssen — und nicht
umgekehrt. Doch das geht iiber die in der Mathematik iibliche Analyse der Rela-
tionensysteme auf Grund einer a pricr: gegebenen Logik hinaus.

K. Ott, Ziirich.
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Zur Konstruktion der Achsen einer Ellipse aus einem Paar
konjugierter Durchmesser

Die Konstruktion der Achsen einer Ellipse aus einem Paar konjugierter Durchmesser
mit Hilfe der perspektiven Affinitdt stiitzt sich bekanntlich auf die Aufsuchung eines
zugeordneten Paares rechter Winkel, deren Scheitel der Mittelpunkt der Ellipse und der
Mittelpunkt eines passenden affinen Kreises sind. Dabei wird die Affinitdtsachse so
gewdhlt, dass diese Scheitel nicht zusammenfallen (sieche FLUKIGER oder E.MULLER,
Band 1). Es gibt indes eine interessante Méglichkeit, die Aufgabe zu 16sen, wenn die er-
wiahnten Mittelpunkte zusammenfallen, insbesondere wenn als Affinitdtsachse die
Gerade eines der gegebenen konjugierten Durchmesser gewahlt wird; eine Moglichkeit,
die nebst einer neuen Konstruktion einen neuen Zugang zur Rytzschen Konstruktion
erschliesst.

Wir 16sen vorerst, absichtlich elementar, die Hilfsaufgabe:

Bei gegebener Affinitdtsrichtung, gegebener Affinititsachse und gegebenem Affini-
titsverhdltnis soll das perspektiv-affine Rechtwinkelpaar konstruiert werden, dessen
gemeinsamer Scheitel S auf der Affinitdtsachse gegeben ist.

Seien <( (ay, b;) und < (a,, b,), wobei a, | b, und a, | b,, die gesuchten rechten
Winkel und g irgendeine Gerade in der Affinitdsrichtung, welche ihre Schenkel schnei-
det. Dann miissen die Schnittpunkte 4,, 4, bzw. B,, B, (Figur 1) von g mit a, und a,
bzw. mit b, und b, zugeordnete Punkte sein. Zieht man beispielsweise durch 4, die
Gerade a, parallel zu a, und ist T ihr Schnittpunkt mit der Affinitdtsachse s, so gilt
AAyAA, = AS|AT, wenn A der Schnittpunkt von g mit s ist. Nun ist aber auch
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ABy/AB, = AA,/AA,. Daher AB,/AB, = AS/AT, und somit muss die B; und T ver-
bindende Gerade b, parallel zu b, sein. Hieraus folgt nun zweierlei: erstens a, | b,,
zweitens die Konstruierbarkeit der Lage des Punktes T, weil AS/A T gleich dem Wert
des gegebenen Affinitdtsverhidltnisses ist. Andererseits sieht man von S und T aus
die Strecke A;B, je unter einem rechten Winkel, folglich liegen die Punkte 4,, B,, S
und T auf einem Kreise mit Mittelpunkt auf g, woraus die Konstruktion des Recht-
winkelpaares unmittelbar folgt. In Figur 2 ist diese Konstruktion unter der Annahme

Fig. 1

durchgefiihrt worden, dass ein beliebiges zugeordnetes Punktepaar P, und P, und der
Scheitel S auf s gegeben sind. 4;S und B, S ergeben den einen und die Parallelen
durch S zu 4; T und B; T den zugeordneten rechten Winkel.

Das eingangs formulierte Problem ist nun leicht zu lésen. Sind ndmlich C,D, und
E,F, die gegebenen konjugierten Ellipsendurchmesser, so mache man beispielsweise die

Fig. 2

Gerade E,F, zur Affinititsachse s, dann spielt der Ellipsenmittelpunkt die Rolle von
S in der Hilfsaufgabe. Der zu C,;D, affine Kreisdurchmesser (Linge E,F,) ist C,D,,
somit sind C; und C, ein Paar zugeordneter Punkte, welche die Rolle von P, und B,
der Hilfsaufgabe iibernehmen. Die Gerade C, C, ist als Gerade g zu deuten. Zieht man
nun durch C, (Figur 3) bzw. C, (Figur 4) die Parallele zu CgS bzw. C,S, so ergibt ihr
Schnittpunkt mit s den Punkt T, und so weiter.

Die Figur 3 enthilt die neue Konstruktion, widhrend die Figur 4 direkt auf die
Rytzsche Konstruktion fiihrt.

Anmerkung. Der Figur 4 lassen sich durch Anbringen einiger Hilfslinien (Q, Qs bzw.
V, V, verlingert bis zum nochmaligen Schnitt mit Kreis iiber E,F,; den neuen Schnitt-
punkt Q; bzw. 7; mit S verbunden, ferner die Gerade B,T eingezeichnet, sieche Figur 5)
die bekannten Rytzschen Beziehungen: C,B; = SV; und C,4, = SQ, leicht entneh-
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men. Die erste folgt aus der Kongruenz der Dreiecke S B,C, und SV,V;. Es ist ndmlich
SC, = SV;, e = ¢’ (korrespondierende Winkel an Parallelen) und y’ = < V;. Letzteres
ist so einzusehen: y = ¥ (Peripheriewinkel iiber 4,T), aber y = 9’ (gleichufrige Normal-

winkel) und ¥ = <V, (gleichsinnige Parallelwinkel, ist doch <{ B,TA4, = 90°) und
schliesslich <V, = (V.

Fig. 5

Die zweite Beziehung folgt aus der Kongruenz der Dreiecke C;S A4, und SQ,0Q,. Es
ist nidmlich SQ, = SC,, ferner « = x und Y Q, = X C,S 4,. Letzteres ist so einzusehen:
X C,;SA, = 90° — 9, aber <@, = B und B = X By;A,T (gleichsinnige Parallelwinkel)
und schliesslich LB, A;T = 90° — $ = 90° — 9. V. Krakowski, Ziirich.



88 Kleine Mitteilungen

Zu einer Formel in der Voellmyschen Logarithmentafel

Wir betrachten die allgemeine Kurve zweiter Ordnung
Ax*+2Bxy+ Cy24+2Dx+2Ey+ F=0

fiir den «parabolischen» Fall
A B

6='BC

|~o.

Dann erhalten wir durch eine Rotation des Koordinatensystems:
¥ =X cosa — ¥y sina,

y = ¥sina + ¥y cosa,
mit
C-4 2B

coste=tcra SME*=-Tcia

die Gleichung

(A+C)y2+ 2d%+2ey+F=0,
WO

d’=—-Afc und e?!=D2%+ E2 4+

A+C’
mit
A =

A B D
B CE
DEF

Im ausgearteten Falle, 4 = 0, haben wir also die Gleichung eines Parallelenpaares:

A+C)y2+2ey+F=0
mit
e?= D2 | E®?,

Die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung ist

A+Ce| |AD C E
e =\pF|T|EF|
und die beiden Parallelen sind demnach
11 und i 0
reell un vferlsich:den . 4D C E f .
-zusax?u.x-len allen l ir | 5 F + EF =0,
1maginar >0

Aus dem skizzierten Beweis folgt, dass dieses Kriterium ohne Fallunterscheidung
anwendbar ist, und ich mdchte deshalb vorschlagen, es an der entsprechenden Stelle
der Formelsammlung unserer Logarithmentafel (Diskussion der Kegelschnitte als
Kurven zweiter Ordnung ) zu verwenden. Die Moglichkeit eines Missverstdndnisses,

wenn eine der Determinanten oder !g ﬁl Null ist, wiirde damit behoben.

A
D F

OswaLp WYLER, Evanston (Ill.,, USA.)
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