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Eine iiberall stetige und nirgends differenzierbare Funktion

H. SCHERER behandelte vor einigen Jahren ein bemerkenswertes Beispiel einer
tiberall stetigen und nirgends differenzierbaren Funktion einer Veridnderlichen, das
anscheinend auf D. HiLBERT (Vorlesung 1917) zuriickgeht, von P. FINSLER in seinen
Vorlesungen verschiedentlich gebracht wurde und leider viel zuwenig bekanntgewor-
den ist!). Es handelt sich dabei vielleicht um das einfachste Beispiel dieser Art, das
gleichzeitig eine hiibsche Anwendung nichtdekadischer Zahlensysteme bietet. Die vor-
liegenden Zeilen haben daher einerseits den Zweck, die fragliche Funktion der Ver-
gessenheit zu entreissen, anderseits sollen bei dieser Gelegenheit einige nicht uninter-
essante Ergdnzungen hinzugefiigt werden.

1. Definition. Unabhidngige wie abhingige Verdnderliche mogen auf das geschlos-
sene Intervall [0, 1] beschrinkt bleiben. Die Funktionsvorschrift kann dann folgender-
massen ausgesprochen werden:

«Das Argument x werde zunichst im Dreiersystem angeschrieben; der zugehorige
Funktionswert y = f(x) ergibt sich dann im Zweiersystem, so zwar, dass man — aus-
gehend von der Null vor dem Komma - jedem Ziffernwechsel bei x an gleicher Stelle

einen Ziffernwechsel bei y zuordnet, sonst jedoch keinen Ziffernwechsel vornimmt.»
Also:

x=0,4y85a5... =2a;3"% mit a;=0,1,2;

y=0,bbyby... =2b;2-% mit b;=0 oder 1, (1)
wobei b; £ b;_,,wenn a; ¥ a;_; (¢1=1,2,..).
Beispiel:
x = 0,2110021...
y = 0,1001101. ..

2. Eindeutigkeit. Die Vorschrift weist jedem Dreierbruch genau einen Zweierbruch
zu, da im Zweiersystem nur die Ziffern 0 und 1 zur Auswahl stehen. Zweifel an der
Eindeutigkeit der Funktion sind nur insofern berechtigt, als gewisse Argumente zwes
Darstellungen besitzen; jeder endliche Dreierbruch kann namlich auch als unendlicher

) H. SCHERER, Konstruktion einer itberall sietigen, nirgends differenzierbaren Funktion, Semesterberichte
zur Pflege des Zusammenhangs von Universitit und Schule (Minster) 72, 39—49 (1938).
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geschrieben werden:

x=0,a,...8,_70,00... =0,a,...a,_ 44,22 ...,

(2)

wobei a4, +0 und a,=a,— 1+ 2.

Die zu den beiden Darstellungen gehérigen Funktionswerte stimmen sicher in den
ersten # — 1 Stellen tiberein ; da nach der n-ten Stelle auf jeden Fall ein Ziffernwechsel
vorliegt, so lautet das Ende entweder 011. .. oder 100. .., was aber im Zweiersystem
gleichwertig ist. Die Funktion ist mithin durchwegs eindeutig.

3. Stetigkeit. Eine Funktion y = f(x) heisst an einer Stelle x,, stetig, wenn aus x - x,
(bei beliebiger Anndherung) auch y > y, folgt.

Dass diese Eigenschaft bei der vorliegenden Funktion fiir alle esndeutig darstell-
baren x, erfiillt ist, liegt auf der Hand: Je mehr sich die Zahl x dem Wert x, nihert,
um so mehr Stellen nach dem Komma muss sie mit x, gemein haben, um so mehr
Stellen stimmen dann aber auch bei y und v, iiberein, so dass der Grenzwert von y
mit y, zusammenfillt.

Fiir gemiss (2) zweideutig darstellbare x, kann man sich zunidchst auf einseitige
Grenziiberginge beschrinken. Wird bei rechtsseitiger Anndherung die Darstellung
mit der Nullserie am Ende gewihlt, bei linksseitiger Anniherung die Darstellung mit
der Zweierserie, dann ist die obige Uberlegung wieder anwendbar, und da sich in
beiden Fillen derselbe Grenzwert f(x,) einstellt, so wird er auch bei beliebiger Anni-
herung erreicht.

Die Funktion ist demnach im ganzen Intervall stetig.

4. Nichtdifferenzierbarkeit. Eine Funktion y = f(x) heisst an einer Stelle x, diffe-
renzierbar, wenn mit x > x, (bei beliebiger Annidherung) der Differenzenquotient
(¥ — ¥o) : (* — x,) gegen einen endlichen Grenzwert strebt. Zum Nachweis des Ge-
genteils geniigt daher jeweils die Feststellung einer einzigen Folge x, > x,, fiir
welche die Folge der Differenzenquotienten nicht konvergiert.

Sei nun

2%=0,0y...a, 18,0, ...

ein beliebiger Argumentwert,
Yo=0,by...0,_ 16,0, -..

der zugehorige Funktionswert. Man bestimme dann fiir jeden Index # einen Wert
% =0,8y...0,_ 18,0y ;...

derart, dass die ersten » — 1 Stellen nach dem Komma mit x, {ibereinstimmen, wih-
rend die folgenden so gewdhlt werden, dass der Funktionswert

Y= 0,by ... by_ybibpsy ...

nur an der n-ten Stelle von y, abweicht; x, ist damit keineswegs eindeutig festgelegt,
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existiert aber in jedem Fall. Fiir die so konstruierte Folge x, > x, gilt dann
| % — %o| = 37741, | Ve = yo| =277, (3)
und der Differenzenquotient wichst iiber alle Schranken:

yn_yo
X, — %o

z 5 (5)>oe. (4)

Die Funktion ist demnach nirgends differenzierbar.

So weit gehen im wesentlichen die (hier etwas vereinfachten) Ausfiihrungen
H. ScHERERS. Ein vertieftes Studium der vorgelegten Funktion, von der man vor-
ldufig noch keinerlei anschauliche Vorstellung besitzt, stosst kaum auf Schwierigkei-
ten und ist durchaus lohnend.

5. Umkehrung. Die Aufgabe, zu einem innerhalb des Wertebereiches [0, 1] beliebig
vorgegebenen Funktionswert y das Argument x zu rekonstruieren, ist naturgemadss
nicht eindeutig. Jeder durch einen Ziffernwechsel bei y geforderte Ziffernwechsel bei x
kann — den Méglichkeiten im Dreiersystem entsprechend — stets auf zwei Arten erfiillt
werden. Jedes y mit unendlich vielen Ziffernwechseln, also jeder eindeutig darstell-
bare Funktionswert, wird demnach wunendlich oft angenommen, und zwar sogar in
jeder noch so kleinen Umgebung einer Existenzstelle.

Demgegeniiber wird jeder zweideutig darstellbare Funktionswert, also jeder Wert,
der eine endliche Zweierbruchdarstellung gestattet (y = g-2-" mit positiv-ganzem
g = 27), nur endlich oft angenommen. So wird beispielsweise der Wert

y =5 =0,100... =0,011...
erreicht fiir
#=0100...=<;  00IL...=¢;
0122...=%;  0022...=7;
0,200... = =
0211... = 2.

Die Anzahl der Argumentwerte x hingt offenbar von der Anzahl der Ziffernwechsel
bei y ab. Ist w, die Anzahl der Ziffernwechsel in der «endlichen» Darstellung von y
— unter Beriicksichtigung der Null vor dem Komma und der Nullserie, die an die
letzte Eins angeschlossen werden kann —, w, hingegen die Anzahl der Ziffernwechsel
in der «unendlichen» Darstellung, dann gilt w, = wy + 1. Bezeichnet w die grossere
der beiden Zahlen, so ergeben sich fiir x rein formal

2w0+2w,___2w+2w—1=3.2w—1 (5)

Méoglichkeiten. Diese Werte sind aber nicht alle verschieden. Man macht sich nun
leicht klar, dass sie sich stets in Sechsergruppen ordnen lassen, die nach dem Muster
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des obigen Beispiels (y = 1/2) auslaufen: Es gibt also gleich viel Null-, Einser- und
Zweierserien am Ende, und die auf Null- und Zweierserien endenden Werte sind paar-
weise dquivalent. Die tatsidchliche Anzahl der x-Werte schmilzt mithin auf zwei
Drittel zusammen, das ist 2; die Hélfte dieser Werte gestattet eine endliche Dar-
stellung, die andere l4uft auf eine Einserserie aus.

6. Geometrische Veranschaulichung. Es liegt nahe, ein approximatives Diagramm der
Funktion anzulegen, indem man beispielsweise die Argumente mit hochstens #-stelli-
ger endlicher Darstellung herausgreift, also die Werte x = 7 -3—", und die zugehorigen,
in ein Koordinatensystem eingetragenen Bildpunkte (x|) in der natiirlichen Reihen-
folge 1 = 0,1, ..., 3" durch einen Streckenzug verbindet. Das so gewonnene Polygon
strebt mit # > oo gleichmissig gegen das Funktionsdiagramm und nihert es mit
beliebiger Genauigkeit an.

Giinstiger erscheint die Auswahl nach Funktionswerten mit hochstens n-stelliger
Darstellung, also der Werte y = 4-2-7; die zugehdrigen Argumente sind nach Ab-
schnitt 5 die Werte x =¢-3-7/2mit ¢ =0, 1, ..., 2-3" Die so konstruierte, stetige
und abteilungsweise lineare Ngherungsfunktion f,(x) stimmt mit f(x) in den beniitzten
2-37 + 1 Punkten iiberein und weicht an keiner Stelle des Intervalls um mehr als
2-n ab; mit Beniitzung von Ergebnissen aus Abschnitt 8 liesse sich sogar zeigen

| 1(2) — ful®) | = 2771 (6)

Fiir #n = 0 erhilt man die durch die Wertepaare (0|0), (1/2|1) und (1|1) festge-
legte Ausgangsfunktion
2x fir 0 x5 L

)

folx) = (7)

IA

.1
1 fur-—2—§x

Das Diagramm weist demgemiss einen «Abhang» und eine «Terrasse» auf (Figur1).
Beriicksichtigung der vier Stellen mit y = 1/2 (x = 1/6, 1/3, 2/3, 5/6; vgl. Abschnitt
5) fithrt auf die «1. Ndherung» f,(x), deren Bildpolygon gemiss Figur 1 aus jenem
von f, dadurch hervorgeht, dass in der Mitte des «Abhangs» eine neue Terrasse ein-
geschaltet wird, wihrend in die frithere «Terrasse» jetzt ein trapezférmiger « Graben»
eingeschnitten erscheint. Dieses Prinzip ist auch bei allen folgenden Schritten zu
beobachten: Jeder vorhandene Abhang wird durch eine neue Terrasse unterbrochen
(was zwei neue Abhinge erzeugt), wihrend an die Stelle jeder alten Terrasse ein
«Graben» oder «Dammp tritt (was ebenfalls eine neue Terrasse und zwei neue Ab-
hinge mit sich bringt). Die Abhinge werden dabei stindig kiirzer, gleichzeitig aber
auch immer steiler, was die Nichtdifferenzierbarkeit der Grenzfunktion durchaus
einleuchtend macht. Die hier herrschende geometrische Konstruktionsvorschrift — deren
Richtigkeit aus Abschnitt 8 mit aller Deutlichkeit hervorgehen wird — erinnert stark
an das einschldgige Konstruktionsprinzip von K. Knopp?).

Figur 2 zeigt im ersten Drittel die 5. Naherungsfunktion f4(x), die sich von f(x) um
héchstens 1/64 unterscheidet, was beim verwendeten OrdinatenmaBstab 1 mm aus-
macht.

1) K. Knorp, Eine einheitliche Erseugungsart stetiger, nirgends differenzierbarer Funktionen, Sitz.-Ber.
Math. Ges. Berlin 16, 97-106 (1917).
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7. Variation. Bezeichne A4,, die Anzahl der «Abhédnge» von f,(x), B, die Anzahl der
«Terrassen». Es gelten die Rekursionsformeln

A,=2(A,_y+B,_,), B,=A4, 1+ B,_; mit A,=B,=1. (8)
Hieraus folgt unmittelbar 4,, = 2 B, und B, = 3 B,,_, fiir » > 0, und damit
A,=4-37-1, B,=2.37-1 m=1) (9

Jedem «Abhang» entspricht eine Anderung des Funktionswertes um 2-7; die
Summe aller Anderungsbeitrége fiir f,(x), die sogenannte Variation, betrigt mithin

V,=A, 2-"= 2(%)”*’ (10)

Die Funktion f(x) ist daher von unendlicher Variation.
8. Funktionalgleichungen. Die Betrachtung von Figur 2 lisst folgende Funktional-
gleichungen erkennen:

L f(x) = 5 /(3 %) fir 0 <<,
1T f(x)=_;-+f(x——§_) firr - <2<,
TIL. f(x) = f(1 — %) fir o <x <2,
IV. f®)=1—f(1—2x) fir 2 <x=1.

Beweis fir I: Ist 3x=0,a,a,... und f(3 x) = 0,b,0,..., dann gehért zu
x=0,0a,a,... ein f(x) =0,00,b,... =2"1-f3 x).

Beweis fiir I1: Ist x — 0,1 = 0,0a,a5... mit 4, <1 und f(x — 0,1) = 0,0a,b; ...,
dann ist x = 0,1a,a;... und f(x) = 0,1a,b5... = 0,1 + f(x — 0,1); die Giiltigkeit
dieser Beziehung reicht sogar bis x = 0,1122 ... = 0,12 = 5/9.

Bewess fiir I111: Ist 1 — x = 0,1a,a5 ..., dann ist x = 0,1a,4, ... mit a@; = 2 — a;.
Die Argumente unterscheiden sich nur dadurch, dass die Nullen und Zweien ver-
tauscht sind; die Ziffernwechsel stimmen also iiberein, mithin auch die Funktions-
werte. Der Giiltigkeitsbereich der Beziehung beginnt iibrigens schon bei x = 1/3.

Beweis fir 1V: Ist 1 — x=0,0as4;... und f(1 — x) = 0,0b,d; ..., dann ist
x = 0,28,a; ... mit @; =2 — a; und f(x) = 0,18,b, ... mit b; = 1 — b;; mithin gilt
fA—x)+f(x)=011...=1.

Durch die vier Funktionalgleichungen, die das ganze Definitionsintervall erfassen,
ist die Funktion f(x) eindeutig gekennzeichnet, wenn man f(0) = O festsetzt und Stetig-
keit fordert. IV liefert /(1) = 1, anschliessend I: f(1/3) = 1/2, III oder IV: }(2/3) = 1/2;
neuerdings IV: f(1/9) = /(2/9) = 1/4 usf. Man erhilt auf diese Weise die Funktions-
werte fiir alle x mit endlicher Dreierbruchdarstellung, und da diese im Intervall
iiberall dicht liegen, ist die stetige Funktion f(x) tiberall definiert.

Ausgehend von einer beliebigen Ausgangsfunktion fy(x), die im Intervall [0, 1] stetig
vorausgesetzt sei und die Punkte (0|0) und (1|1) verbindet, ldsst sich mittels der
Funktionalgleichungen I bis IV eine Funktionenfolge f,(x) konstruieren, die gleich-
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mdssig gegen [(x) konvergiert. Ist f, _,(x) bereits bekannt, dann liefert die Anwendung
von I die nichste Funktion f,(x) = f,_1(3 #)/2 im Intervall [0, 1/3], wihrend 1I, ITI
und IV anschliessend die Erweiterung auf die restlichen Abschnitte [1/3,1/2], [1/2, 2/3]
und [2/3, 1] ermoglichen. Wird beispielsweise fiir f,(x) die Funktion (7) gewihlt, so
erhdlt man auf diese Weise genau die Ndherungsfunktionen f,(x) aus Abschnitt 6.

Die Funktionalgleichung I bedeutet geometrisch, dass das erste Drittel des Dia-
gramms von f(x) zum ganzen Diagramm affin ist; dasselbe gilt wegen IV auch fiir
das letzte Drittel. Iteration der Funktionalgleichungen lehrt, dass die Bildkurve in
jeder Umgebung beliebig Rleine Abschnitte enthdlt, die thren Gesamtverlauf affin ver-
kleinert wiedergeben, was zweifellos recht merkwiirdig ist.

9. Extreme. Sei

x=0,ay...a,_402=0,ay...a,_,0122 ..,
ferner L B
y=0,bi...0,_3b,b,b,b,... mit b,=1-—50,

der zugehorige Funktionswert, der fiir beide Darstellungen von x auch formal gleich
ausfillt. Jede Anderung von x um weniger als & = 3-"/2 bewirkt eine Anderung von
y erst nach der n-ten Stelle, und zwar — wegen der Endserie gleicher Ziffern &, -
stets im gleichen Sinn. Die Funktionswerte im offenen Intervall (x — 4, x + A) sind
daher durchwegs grosser bzw. durchwegs kleiner als y. Der Wert y stellt somit ein
(relatives) E xtrem dar, und zwar ein Minimum oder Maximum, je nachdem b, = 0
oder 1; dies hingt wiederum davon ab, ob die Anzahl der Ziffernwechsel in x gerade
oder ungerade ist.

Ahnliche Uberlegungen sind fiir die Endgruppe 21 sowie fiir eine unendliche Einser-
serie durchfiithrbar, wihrend sie fiir die tibrigen Endgruppen 01, 11, 12 und 22 schon
wegen der Verschiedenheit der beiden Darstellungen von y versagen; da schliesslich
ein Funktionswert mit nur unendlicher Darstellung in jeder noch so kleinen Umge-
bung einer Existenzstelle unendlich oft angenommen wird (Abschnitt 5) kann auch
er kein Extrem abgeben. Es gilt daher:

An allen Stellen, deven Argument in der Dreierbruchdarstellung auf 02, 21 oder eine
unendliche Einserserie ausliuft — und nur an diesen — liegt ein Extrem der Funktion
f(x) vor.

10. Integral. Das iiber das Definitionsintervall erstreckte bestimmie Integral | der
Funktion f(x) kann natiirlich mit Hilfe der Niherungsfunktionen f,(x) aus Abschnitt6
berechnet werden. Dieser etwas umstindliche Weg lasst sich wesentlich abkiirzen,
wenn man die Funktionalgleichungen 1 bis IV heranzieht. Bezeichnet nimlich J’ das
nur iiber die erste Intervallhilfte erstreckte Integral, so bestehen — aus Figur 2 leicht
zu ersehen - die folgenden Beziehungen:

S AR G N Y (11)

Aus diesem Gleichungspaar ergibt sich aber unmittelbar J’ = 3/14 und

]=/f(x) dx==. (12)

W.WUNDERLICH, Wien.
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