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56 Kleine Mitteilungen

Die Tabelle und die Figur 5 zeigen die gute Ubereinstimmung der beiden Vertei-
lungen.

Fiithren wir diese Summenoperationen nicht nur dreimal, sondern »#-mal durch,
dann wird nach dem Grenzwertsatz mit wachsendem # die Ubereinstimmung zwi-
schen der Wahrscheinlichkeitsverteilung, auf die die Summenoperation fiihrt, und der
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Normalverteilung immer besser. Geht man von einem Kollektiv mit Gleichverteilung
aus, so zeigt unser Beispiel, dass die Konvergenz sehr gut ist. Bei zehnmaliger Wieder-

holung ergibt sich fiir # = 0: w V20 = 0,392. Die Abweichung von s = 0,399 liegt
unter 29, . Natiirlich ldsst der Grenzwertsatz sehr viel allgemeinere Ausgangskollek-
tive zu, und erst darin liegt ja dann seine grosse Bedeutung. = P. BUCHNER, Basel.

Kleine Mittcilungcn

Ein Satz itbev Mengen von Punkten mit ganzzahliger Entfernung

Im Anschluss an eine Bemerkung zum Beweis des Satzes von CHOQUET und KRE-
WERAS, dass eine unendliche Punktmenge des p-dimensionalen euklidischen Raumes R?
mit nur ganzzahligen Entfernungen von Punkt zu Punkt notwendigerweise linear sein
muss, stellt E. TrosT!) die Frage nach der Bestimmung der maximalen Anzahl N, von
Punkten des R?, die nicht alle auf einer Geraden liegen und deren gegenseitige Entfer-
nungen ausschliesslich ganzzahlig sind. Eine solche Maximalzahl N, existiert nun nicht,
fiir kein p, denn es gilt der Satz:

Zu jedem n lassen sich im R* n Punkte P, B,, ..., P, so bestimmen, dass alle Entfer-
nungen P, P, ganzzahlig sind und dass je dvei dieser Punkte wicht auf einev Gevaden liegen.

Es lassen sich also wohl beliebig viele, niemals aber unendlich viele Punkte mit der
gewiinschten Eigenschaft finden; und in der Tat bedeutet ja «endlich» nicht notwen-
digerweise auch «beschranktn.

Der leitende Gedanke des Beweises ist folgender. Zunichst darf man als Masszahlen
der Entfernungen P, P, beliebige rationale Zahlen zulassen. Da die Anzahl der Punkte
in jedem Falle endlich ist, lassen sich die Distanzen durch eine anschliessende Streckung
stets ganzzahlig machen. Weiter méchten wir zeigen, dass man zu gewissen Punkt-
komplexen mit rationalen Entfernungen durch geeignete Spiegelungen unbeschrinkt
weitere Punkte so hinzunehmen kann, dass auch die in diesen Erweiterungen neu auftre-
tenden Entfernungen rational werden. Dies fiithrt uns auf die zusitzliche Forderung

1) E.TrosT, Bemerkung zu einem Salz ber Mengen von Punkten mit ganzzahliger Entfernung, El. Math. 6,
Nr.3, 59 (1951).
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nach Beschrinkung auf solche Komplexe, fiir die nicht nur die Entfernungen P, P,,

sondern auch die trigonometrischen Funktionswerte aller Winkel P,P.P, (i + k =+ I)
rational sind.

I. Ein Winkel a moge rational heissen, wenn sino und cosa rational sind, das heisst
wenn « auf dem Einheitskreis einen Punkt mit rationalen Koordinaten bestimmt. Die
rationalen spitzen Winkel sind genau diejenigen, die in den pythagoreischen Dreiecken
auftreten. Nimmt man den Winkel 0 hinzu und addiert ganzzahlige Vielfache von x/2,
so erhilt man alle rationalen Winkel.

Der Bereich der rationalen Winkel ist beziiglich der Addition und Subtraktion abge-
schlossen,

mit « und g sind auch « + f und « — § rational, (1)

wie man unmittelbar aus den Additions- und Subtraktionstheoremen erschliesst.
Nach einem Satz von H. HADWIGER?!) ist das Verhiltnis eines rationalen Winkels,
der kein ganzzahliges Vielfaches von n/2 ist, zum vollen Winkel 2z irrational: Ein

rationaler Winkel ist, abgesehen von den ganzzahligen Vielfachen von n/2, nicht rational
im iiblichen Sinn. Wir werden spédter von dieser Bemerkung Gebrauch machen. Hier
ergibt sie, da nach (1) mit o auch jedes ganzzahlige Vielfache von « rational ist, dass die
in unserem Sinne rationalen Winkel auf dem Einheitskreis eine (abzdhlbare) dichte
Punktmenge bestimmen.

II. Ein Komplex von Punkten { P,, P,, ..., P,} des R? heisse rational, wenn a) alle

Entfernungen P, P, und b) alle Winkel P,P, P, (i + k + ) rational sind.
Ein Dreieck {4, B, C} ist dann und nur dann rational, wenn seine drei Seiten und
sein Inhalt rational sind?). Der Beweis ergibt sich leicht aus den Formeln

Fo® b 2smy ,
sin2a 4+ sin?f — sin?y = 2 sina sin § cosy (x +B+y=n)
und deren zyklischen Vertauschungen. Von Bedeutung fiir uns ist der Satz
Ein Dreieck ist rational, wenn eine Seite und zwei Winkel rational sind. (2)

Denn nach (1) ist auch der dfitte Winkel und nach dem Sinussatz sind auch die beiden
andern Seiten rational.

III. Wir beschrinken uns jetzt auf rationale Komplexe { Py, P,, P,, ..., P,}, deven
Punhkte P,, B,, ..., P, alle auf einem Kreis um P, liegen. (Beispielsweise Komplexe, die aus

1) H.HADWIGER, Uber die rationalen Hauptwinkel der Goniometrie, E1. Math. 1, Nr. 6, 98 (1946).
%) In Analogie zu den pythagoreischen Dreiecken konnte man diese Dreiecke im Hinblick auf die
Heronsche Flichenformel als «Heronsch» bezeichnen.
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den Eckpunkten P, B, P, eines pythagoreischen Dreieccks und dessen Hypotenusen-
mittelpunkt P, gebildet werden.) Sind dann P, B, P, irgendwelche der Punkte P,
B, ..., P, ist P/ der zu P, beziiglich P,, P} der zu P, beziiglich P,F, P/ symmetrische
Punkt, so ist mit { B, B, ..., P}

a) auch { Py, A, B, ..., P,, P/} und
b) auch { R, A, B, ..., P,, P/, P}} rational.
g AN a
Beweis: a) Im Dreieck P;P P/ sind P,P,, die Winkel P,P P; = n/2 und F,P,P,
rational. Die Behauptung folgt aus (2) und fiir die neu auftretenden Winkel durch
wiederholte Anwendung von (1). - PAN N\
b) Im Dreieck P, P, P} sind nach Voraussetzung P, P,, P, P¥P, = P,F, P, nach a)

P, B, P} = 2 P, P/P, rational. Die Behauptung folgt wiederum aus (2) und (1).

Nun sind die bei Py auftretenden Winkel P; P, P, sicher verschieden von z/2 und,
mit Ausnahme von z, nach einer friilheren Bemerkung daher irrational im iiblichen
Sinn. Die Erweiterungsoperationen a) und b) liefern daher unbeschrankt neue Punkte.

Begniigt man sich bei gegebener Lingeneinheit mit rationalen Abstinden P, Py, so
kann man den Kreisradius festhalten. Will man aber ganzzahlige Entfernungen, so muss
die Figur gestreckt werden, und der Kreisradius wird mit zunehmendem » unbegrenzt
wachsen. M. ALTWEGG, Ziirich.

Anmerkung der Redaktion: Weitere Beispiele sandten uns R. LAUFFER (Graz) und
A.UNTERBERGER (Bludenz).

Généralisation d’un théoréme de géométrie plane

On sait qu’il existe un triangle dont les cotés sont respectivement égaux et paralléles
aux meédianes d’un triangle donné. Cette proposition est un cas particulier du théo-
réme suivant:

Soient A, A4,...4, (»n = 3) un polygone convexe et M, (i =1, 2, ..., n) les » points
définis par 4, M; = A Wi+l A>0; 4,,,=4,).

Il existe au moins un polygone convexe P, F,... P, tel que ses cotés soient respecti-

vement dgaux et pavalléles a A;M; . , (¢ =1, 2, ..., n; k, entier fixe, non négatif et
inférieur a n; M, ,= M,).
En effet,
n - A -
Sivk T A Sihk+1 o - AT = — =
2( - 1.1_}H —s;) =0, (8, =04, 50, =3
t 1 v

et il résulte des hypothéses que ’'un au moins des polygones (s’il y en a plusieurs) que
l'on peut construire est convexe: celui dans lequel B P, ;=A4;M; ;. (j=1,2,...,n).
PaurL BUurGAT, Neuchitel.

Nochmals zur Elementargeometrie der Ellipse

Angeregt durch den Aufsatz von C. BINDSCHEDLER, Zur Elementargeomelrie der
Ellipse [El. Math. 3, Nr. 6, 105 (1948)], habe ich gepriift, wie man den umgekehrten
Weg einschlagen, insbesondere wie man «von Satz B zu Satz A» gelangen konnte. Hier
folgt nun ein Beweis der monofokalen Eigenschaft der Punkte der Ellipse, ausgehend
von deren bifokaler Definition, wobei strikte angestrebt wurde, nur ganz elementar-
geometrische Begriffe und Sitze zu beniitzen, etwa entsprechend den Kenntnissen eines
15-16jahrigen Mittelschiilers. Aus einer umfangreichen franzosischen und deutschen
Literatur sind mir namlich nur solche Beweise bekannt, welche die Mittel der analyti-
schen Geometrie verwenden oder zum mindesten mit Hilfe von Polaren, Potenzlinie,
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Haupt- und Leitkreisen zum Ziel kommen!); ferner gibt es noch stereometrische Be-
weise dieses Uberganges von der bifokalen zur monofokalen Definition (mit Hilfe der
Dandelinschen Kugeln), wobei aber meistens noch Trigonometrie verwendet wird?).

In der Figur 1 ist P ein Punkt der Ellipse (24, 2¢), mit den Brennpunkten F, und F,

(FiF,=2c) und F,P + PF,=2a (=7 +7,). Die x- und die y-Achse sollen, wie iiblich,

Fig. 2

Symmetrieachsen der Kurve sein. k sei ferner der Umkreis des Dreiecks F, PF,, N der-
jenige Schnittpunkt von K mit der y-Achse, welcher nicht auf der gleichen Seite der
x-Achse liegt wie P. Schliesslich seien D, bzw. D, die Schnittpunkte der Geraden NF,
bzw. NF, mit der Parallelen zur x-Achse durch P. N ist offenbar die Winkel-

halbierende des Winkels F, PF,. Es seien die von ihr auf P—:E bestimmten Abschnitte
bezeichnet mit: F;Q = « und QF, = v. Nach einem bekannten Satz haben wir dann:

UV =1 V. (1)
Ferner erhalten wir auf den Parallelen F;F, und D,D,, mit 131—P= s; und ﬁ); = Sy!
UV =518, (2)

Schliesslich haben wir o =f (weil a =9, =% und y =7’) und ¢ =¢. Somit sind die
Dreiecke D,PF, und PF,Q dhnlich. Daraus folgt:

riiS =u:r;. (3)

Mit Hilfe korrespondierender Additionen erhalten wir jetzt -aus diesen drei Gleichungen
der Reihe nach:

Aus (1): (w+v):u=(r,+7,):v,, dasheisst: 2c:u=2a:7,

1) Siehe zum Beispiel: RoucHt und pE COMBEROUSSE, Trailé de géomélrie, Bd. 2 (Gauthier-Villars,
Paris 1935), S. 349, und HADAMARD, Legons de géométrie élémentaire, Bd. 2 (Armand-Colin, Paris 1925), S. 200.
%) Siehe zum Beispiel E. BENz, Leitfaden der Stereometrie (Orell Fiissli, Ziirich 1938), S. 143ff.
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oder endlich: uir,=c:a. (4)
Aus (3) und (4): Y18, =¢C:a. (5)

Evstes Resultat: Das Verhiltnis der Abstdnde eines beliebigen Ellipsenpunktes P von
einem Brennpunkt F;, und von dem zugehorigen Punkt D, ist konstant. Jetzt geniigt
es also noch, zu zeigen, dass D, eine Parallele zur y-Achse beschreibt, wenn P die Ellipse
durchlduft, das heisst hier (aus Symmetriegriinden), dass D,D, konstant bleibt. Aus (1)
und (2) folgt aber:

Yy:¥y=S1: S,

oder
(r1+ 79) 11y = (51+ $9) 1 51,

das heisst:

2a:D\Dy=v,:8=c:a,
oder

a2

D,D, = 20 = const,

was zu beweisen war. Daraus folgt auch
— 2
D,R=RD,= -

Satz: Zu jedem Brennpunkt der Ellipse (2a, 2¢) gehort eine Leitlinie /, bzw. J,. Sie ist
parallel zur kleinen Achse, im Abstand d = a?/c. Das Verhiltnis der Abstinde jedes
Ellipsenpunktes von einem Brennpunkt und der zugehorigen Leitlinie ist konstant
und gleich ¢/a.

Ausgehend von dieser monofokalen Definition muss man zum vollstindigen Beweis
noch umgekehrt zeigen, dass jeder Punkt P mit der Eigenschaft #:s =21 auf der ur-
spriinglichen Ellipse liegt, wenn

a?—c?
¢

2
d=LF=2 _ (-
c

und 1=—c—
a

gewdhlt werden (Figur 2). LF sei nun die x-Achse und / die Senkrechte zu ihrim Abstand
d von F, P ein Punkt mit der Eigenschaft » : s = A = const. Ferner sei k derjenige Kreis,
welcher durch P und F geht und dessen Mittelpunkt M gleiche Abszisse hat wie sein
zweiter Schnittpunkt N mit der Geraden DF. (Konstruktion von M : Mittellot zu PF
und <{ MFN = J MNF = < FDL, also eindeutig fiir jedes P.) Ferner sei F’ der
zweite Schnittpunkt von % mit der x-Achse, D’ der Schnittpunkt von NF’ mit DP und
I’ parallel /. Dann liegen offenbar ! und !’ symmetrisch beziiglich M N, und somit ist
F’'L’ = FL = d. Schliesslich sind, wie in Figur 1, die Dreiecke DPF und PFQ &hnlich,
es folgt also:

)2
s:vr=v:u oder u=—. (1)
Ferner haben wir wie vorher:
s:s'=uv=r:v¢
oder
(s+s8):is=wm+v):u=@F+7):r. (2%)
Es ist aber:
(s+s)=LF+(u+v)+FL =2d+ (u+v). (3')

Aus (1), (2°) und (3’) folgt nun:
2
[2d+(u+v)]:(u+v)=s:u-—-=s:-£—=szzr3=1:l”
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oder umgeformt: 2d:(u+v)=(1—22):22
2
das heisst u+v= _12% = const. (4%)

Hier ist aber d = (a2 — ¢?%)/c und 4 = ¢/a. In (4’) eingesetzt, ergibt sich:

2
U+ v= ¢ 5 a =2c
1_ ¢
a?
Mit (3’) folgt dann:
2 (a2 — (2 2
s+5’=_(_a__._c_.)_+20=2a
c c

Schliesslich erhalten wir mit (2'):

(¥ +7):(s+s)=r:s=14 dasheisst r+7r' =2A(s+5s),

oder endlich:
, € 2a?
Y+ =—.
a

=2a

Aus u+v=2c¢ und »+# =2a folgt nun: Die durch 2 und F [mit A= c¢/a und
d=LF = (a%?— c?%/c] erzeugte Kurve ist mit der urspriinglichen Ellipse (2 a, 2¢) iden-
tisch, was zu beweisen war.

Bemerkung: Ein dhnlicher Beweis ldasst sich fiir die Hyperbel durchfiithren, wobei
lediglich die korrespondierenden Additionen durch entsprechende Subtraktionen und
die innere durch die dussere Winkelhalbierende zu ersetzen sind. B. BARDE, Ziirich.

Ein geometvischey Ort in dev Gnomonik

Im Friihjahr 1951 wurde im Hofe der Neubadschule zu Basel eine analemmatische
Sonnenuhy, das heisst eine Horizontaluhr mit verschiebbarem Lotstab gebaut. In ihrer
Mitte befindet sich eine grosse Steinplatte, um die ein Kranz von schlanken Granit-
steinen in den Boden eingesetzt ist (Figur 1). Will ein Schiiler wissen, welche Zeit es ist,
so steht er auf die Steinplatte und schaut seinem Schatten nach. Dann liest er auf dem
Stein, nach dem sein Schatten hinweist, die Tagesstunde ab.

Einfache und durchsichtige Erklirungen dieser originellen Sonnenuhr scheinen,
obwohl sie zu den reizvollsten Anwendungen der Elementarmathematik zdhlen, noch
nicht publiziert worden zu sein!). Der Verfasser mochte diese Liicke ausfiillen und eine
einfache Ableitung angeben.

Vorausgesetzt wird einzig eine Formel aus der sphérischen Trigonometrie, die man
aus dem Seitenkosinussatz und dem Sinussatz durch Division erhidlt. Darnach ergibt
sich fiir das Azimut 4 der Sonne

ctgA = sing ctgt — tgd cosect cosg,

worin ¢ die geographische Breite des Standortes, ¢ der Stundenwinkel und ¢ die Dekli-
nation der Sonne ist.

Um das Azimut des Schattenstviches der Sonnenuhr zu erhalten, wendet man diese
Formel auf die Gegensonne S* an und kann dabei setzen ¢* = ¢, §*= é und #*= ¢ +180°.

1) Vergleiche DE LALANDE, Probléme de Gnomonique, Hist. Acad. Roy. Sci., Paris 1757, Mém. Math.
Phys. S. 483. — M. GrRUEY, Le Cadran solatre de Dijon, Rev. bourguignonne Enseignement sup. 12, 97

(Dijon 1902). — L. CHoMARD, Le Cadran analemmatique et la rétrogradation, Bull. Soc. astron. France (Paris
1906), S. 433.
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Dann ergibt sich fiir das Azimut 4* des Schattenstriches
ctg A* = sing ctgé + tgod cosec! cosep, (1)

und wir entnehmen der Formel, dass der Schattenstrich beim hochsten Sonnenstand,
wenn es 12 Uhr «wahre Zeit» ist, nach Norden weist, und dass ferner die Striche 11 Uhr
und 13 Uhr, 10 Uhr und 14 Uhr, 9 Uhr und 15 Uhr usw., die bei gleichen Sonnenh&hen
entstehen, symmetrisch zur Nordsiidrichtung verlaufen.

Fig. 1

Wir betrachten zuerst nur den Schattenstrich um 18 Uhy und legen hiezu ¢in Koor-
dinatensystem durch den Mittelpunkt der Steinplatte, dessen x-Achse von West nach
Ost und dessen y-Achse von Siid nach Nord gerichtet ist (Figur 2). Zur Zeit der Tag-
undnachtgleiche stehe der Schattenstab im Ursprung O des Koordinatensystems, und da
dann ¢ = 0 wird, fillt nach (1) der Schattenstrich um 18 Uhr mit der positiven x-Achse

Y A Nord
N 1
| A | Steinplatte
eeg
}' 4, : - Ost
i 0 : TK X
| | a |

Fig. 2

zusammen. Wir wahlen als Bestimmungspunkt fiir diesen Strich den Punkt K(a, 0) und
legen mit der Wahl der Strecke OK, die bei der Basler Uhr 5 m misst, zugleich die
Grosse des Zifferblattes der Sonnenuhr fest.

An jedem andern Tag ist 6 + 0, und der Schattenstrich weicht nach (1) um 18 Uhr
von der Ostrichtung ab. Soll er trotzdem durch K gehen, so miissen wir den Standort
des Schattenstabes verlegen, und dabei falle er bei der Deklination é der Sonne mit
dem Punkte S(0,d) zusammen. Dann wird

d= —actgAd*,
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wo A* das Azimut des Schattenstriches um 18 Uhr ist, das sich nach (1) berechnen
lasst. Man erhilt

d=atgdcosep, (2)

und hat damit den Standort des Schattenstabes {fiir jede Sonnendeklination ¢ so fest-
gelegt, dass der Schattenstrich jahraus, jahrein um 18 Uhr den Punkt K trifft. Dem
Beobachter wire nicht gedient, wenn man die zur Berechnung von d verwendete Dekli-
nation 6 auf der Steinplatte vermerken wiirde. Wir geben dort das entsprechende
Datum an, und zwar in so grossen Abstdnden, als es fiir eine zuverlissige Einstellung
des Schattenstabes notwendig ist. Daher nennt man die beschriftete Steinplatte auch
den Kalender dev Sonnenuhyr. Nach unserer Ableitung gilt der so errechnete und auf-
gezeichnete Kalender vorerst einzig fiir den Schattenstrich 18 Uhr und fiir den Punkt K,
den wir fortan als den Stundenpunkt «18» des Zifferblattes der Sonnenuhr betrachten.

Y Y Nord
P PIxy)
Ao ////
SOde—"" -
pd
4 -
b _ost
0 K(3,0) X
Fig. 3

Gehen wir zu den Schattenstrichen 17 Uhy, 16 Uhy, 15 Uhr usf. iiber, so stellen sich
die beiden Fragen:

1. Schneiden einander die Schattenstriche um 17 Uhr, um 16 Uhr, um 15 Uhr usf.

ebenfalls in Punkten, die wir als die Stundenpunkte «17», «16», «15» usf. betrachten
kénnen ?

2. Trifft das Schneiden zu, welches ist der geometrische Ort f(¥, y) = 0 der ermittelten
Stundenpunkte ?
Diese Fragen lassen sich allgemein beantworten, wenn man fiir den beliebigen
Stundenwinkel ¢ die Gleichungen der beiden Schattenstriche aufstellt, die fiir den
Standort O(0, 0) sowie fiir den zu einer beliebigen Deklination J gehorigen Standort

S(0, d) gelten, und die Koordinaten » und y des Schnittpunktes P der Schattenstriche
berechnet (Figur 3).

Fiir den Standort O(0, 0) erhalten wir
y =xctgd,,
und da in diesem Falle § = 0 ist, so wird nach (1):
y = x sing ctgt. (3)
Fiir den Standort S(0, d) erhalten wir:
y=xctgd, +d,
woraus nach (1) und (2) sich ergibt:
y =xsingctgt+ x tgd cosectcosp + a tgdcose. (4)

Schneiden sich die beiden Schattenstriche das ganze Jahr in ein und demselben Punkt,
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so diirfen die Koordinaten ihres Schnittpunktes die variable Deklination & nicht mehr
enthalten. Das ist der Fall. Denn setzt man die y in (3) und (4) einander gleich, so erhilt
man fiir den Schnittpunkt als Abszisse

x = —a sint, (5)
und durch Einsetzen dieses Wertes in (3) als Ordinate
Yy = —a sin ¢ cos?. (6)

x und y enthalten die Sonnendeklination J nicht mehr, und damit ist die erste Frage
in positivem Sinne beantwortet.

Gehen wir zur zweiten Frage iiber und bestimmen den geometrischen Ort der soeben er-
mittelten Schnittpunkte. Dieser ergibt sich, wenn wir aus (5) und (6) den tagein, tagaus
variablen Stundenwinkel ¢ der Sonne eliminieren. Wir erhalten

2
Lz = sin?¢ und —222—— = Ccos?¢,
a a?sin? g
somit \
x? y
a® ' a®sin?p (7)

Daraus folgt: Fir das ganze Jahr liegen die Schwittpunkte der zur gleichen Tageszeit
evzeugten Schattenstrahlen und damit auch die Stundenpunkite der analemmatischen Son-
nenuhy auf einer Ellipse, deven Achsen 2a und 2a sing in den Haupthimmelsrichtungen
verlaufen.

Diese Ellipse ist nur abhdngig von der geographischen Breite ¢ des Standortes der
Sonnenuhr und von der Grésse von a. Fiir ¢ = 0, das heisst am Aquator, wird sie zum
Durchmesser 2 a, fiir ¢ = 4 90°, das heisst an den Polen, zum Kreis mit dem Radius a.

Die aus dieser Ableitung hervorgehende Konstruktion der analemmatischen Sonnen-
uhr soll in einer weiteren Arbeit beschrieben werden. HAaNs STOHLER, Basel.

Dynamik des Knickvorganges

Ein gerader, homogener Stab, von der Dichte g, vom konstanten Querschnitt F und
mit der Biegesteifigkeit JE, wird wie in der Abbildung gelagert und belastet. Je nach-
dem, ob die axial wirkende Kraft P kleiner, gleich oder grosser ist als die Eulersche
Knicklast, wird sich der Stab im stabilen, indifferenten oder instabilen Gleichgewicht
befinden. Diese Zeilen bezwecken, das Verhalten des Stabes nicht nur qualitativ zu
beschreiben, sondern auch quantitativ zu erfassen.

Das Biegemoment M(x, ¢) infolge der Kraft P, der Beschleunigungskriafte und der
Reaktion wird berechnet und gemiss der vereinfachten Differentialgleichung der ela-
stischen Linie gleich — JE y” gesetzt:

x
02n(¢, 1)
012

02
JEZ2 +Py+¢oF

=3 (x — &) d&— A(t) x=0.

£=o0
Die Gleichung wird zweimal partiell nach x differenziert (die Kraft P wird konstant
vorausgesetzt). Man erhilt die Differentialgleichung:
0%y P 02y+gF 2—2-3/——0
ox* " JE o0x* ' JE o2

Mit dem Ansatz y = @(f) sin (z #/L), welcher den Randbedingungen bereits geniigt,
erhilt man fiir ¢(¢) '
pat(l—) p=0.



Aufgaben 65

. P n? E
Darin bedeuten Y = —I—)e— und ©,= T3 gil_:

die kleinste Eigenkreisfrequenz des unbelasteten Stabes.
1.Fall: Wenn P < P, ist, erhilt man als Losung:

. .. tXx
¥ = (e sinw t + ¢, cosw ?) sin-—.

o =w, /1 —v ist die Eigenkreisfrequenz des belasteten Stabes. Da die harmonischen
Stabschwingungen infolge der unvermeidlichen Energiedissipation abklingen, bleibt
schliesslich y = 0, die stabile Gleichgewichtslage des Stabes.

Ry

gfg% dt

2.Fall: Wenn P =P, ist, erhdlt man als Losung:

. X
Y= (¢ t+cy) sin——.

Je nach Anfangsbedingungen bleibt der Stab entweder in jeder ausgelenkten Lage im
indifferenten Gleichgewicht, oder, wenn eine Anfangsgeschwindigkeit vorhanden ist,
knickt er mit konstanter Geschwindigkeit aus. Die Analogie mit einer Kugel auf einer
Ebene ist vollkommen.

3. Fall: Wenn P > P, ist, erhidlt man als Losung:

y = (¢, sinha ¢ 4 ¢, cosha ¢) sinf{'i

mit « =w, /v — 1. Nach einer Stérung wird der Stab seine Auslenkung beschleunigt
vergrossern.

In allen drei Fillen lassen sich die Konstanten aus den Anfangsbedingungen (Sté-
rungsursache) berechnen. Wenn auch nur auf kleine Auslenkungen beschrinkt, liegt
dann der zeitliche Verlauf des Knickvorganges eindeutig fest.

GEORGES V. TorpI1ON, Ziirich,

Aufgaben

Aufgabe 118. Man zeige, dass es fiir die kubische Parabel y=a x3—bdx, a>0,
b>2)/2, zwei umschriebene und zwei einbeschriebene Quadrate gibt und dass die
Flichenverhiltnisse der beiden Quadratpaare gleich gross sind.

C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht,

Losung: a) Wegen der Zentralsymmetrie der Kurve ist der Ursprung O Mittelpunkt
der Quadrate. Der Kreis um O mit Radius » hat mit der kubischen Parabel drei Paare
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