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C’est 14 le sens qualitatif de la célébre découverte de SCHOTTKY en 1904. Le carac-
tére nettement quantitatif de 1’énoncé primitif et des précisions modernes se tra-
duirait par des données numériques exactes sur I’emplacement relatif du Capitaine,
du Guide, de leurs fils et des deux arbres plantés. R.C.Young, Londres.

Kleine Mitteilungen

Zur Perspektive des Kreises

Wihrend die Parallelprojektion des Kreises sich ziemlich einfach behandeln 1iBt
(siehe zum Beispiel FLUKIGER, Darstellende Geometrie [Ziirich 1943], S. 43), erfordert
die allgemeine perspektivische Abbildung des Kreises betrachtlich mehr Aufwand an
Mitteln. Sie 148t sich aber fiir den Fall des elliptischen Bildes leicht auf die Parallel-
projektion des Kreises zuriickfiihren, sobald man eine affine Raumtransformation
beniitzt, die die Punkte einer Ebene fest 14Bt. (Eine solche kann etwa durch die Fix-
punktebene ¢, die Affinitdtsrichtung und das Affinitdtsverhiltnis oder auch durch e
und ein Paar homologer Punkte P, P* bestimmt werden.) Thre Haupteigenschaften

Sll

sl

(Geraden werden in Gerade, Ebenen in Ebenen transformiert; Invarianz des Teilver-
héltnisses) ergeben sich miihelos. Man kann nun den den Kreis projizierenden Kegel so
transformieren, daB das durch die Affinitit mittransformierte Bild ein Kreis wird, von
dem das urspriingliche eine Parallelprojektion darstellt.

Der Leitkreis K liege in n,, die Bildebene o stehe senkrecht auf z;. Der zu n, parallele
Durchmesser 4 B schneide die Spur ¢, von o in C. Die Schnittlinie der Ebenen S4 B und
¢ schneide die Mantellinien S4, SB in P und Q. Liegt C auBerhalb der Strecke 4B
(was wir voraussetzen diirfen), so liegt nach unserer Voraussetzung C auch auBerhalb
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der Strecke PQ. Zeichnet man nun durch C eine Gerade CP*Q* parallel n, so, daB
CP*/CQ*=CP/CQ und CP*-CQ*=CA-CB, so liefert die Affinitit mit =, als Fix-
punktebene und P —P* die gewiinschte Transformation, da die Ebene S*4 B parallel
nt, wird und o* einen Wechselschnitt zu K im Kegel (S*, K) liefert.

C. BINDSCHEDLER, Kiisnacht.

Eine Herleitung dev Volumenformel dev Kugelvinde
mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri

Die Rinde mit der Hohe 2 und der Mantellinie s soll mit einer Kugel K vom Durch-

messer & verglichen werden, welche die Begrenzungsebenen der zur Rinde gehérenden
Kugelschicht beriihrt.

Eine Ebene E parallel zu den Randkreisen der Rinde teilt s in die Strecken s;, s, und
hin Ay, hy, und es ist:

Syihy=S8y:hg=5s:h.
E schneidet die Rinde in einem Kreisring mit den Radien R, r und der Fliche
Fr=n(R:*—r¥)=n(R+7) (R—7)=msS,,
und die Kugel K in einem Kreis mit der Fliche
Fy=mno2=nahh,.

Die Umformungen beruhen auf dem Satz iiber die Sehnenabschnitte im Kreis. Man
hat also

Fr: Fg = (51 55): (hy hg) = s%: A2
Da dies fiir jede mogliche Ebene E gilt, so stehen auch die Volumina der Rinde und der
Kugel K in dem gleichen Verhiltnis

Ve: Vg=s2.h?,

und daraus folgt sofort das Volumen der Rinde:

v _ 4 (h 8s2 anhs?

R=737 7) WS 6
H. ScawaRrz, St. Gallen.
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Civconscrive un carvé a un quadrilatére donné
Soit M, (%, ¥1), My(xs, o), Ma(xs, vs), M(%,, v,) les sommets du quadrilatére. Sup-

posons que E,, E,, E;, E, soient les c6tés du carré circonscrit. Considérons les équations
de ces lignes.

Ey: x—x=k(y—m), pour y=0, x=2x—ky,;
1
E,: x—xzz——j;(y—yz), pour x =0, y=y,+Fk x,;

Ey: x—x3=Fk(y— ), pour ¥ =0, x=2x—Fky;;

. 1
E,: x"‘xat:"’]‘é‘()”“%): pour x=0, y=y,+kx,.
Mais
[{(#3—k ya) — (21— R y)| = | (Vat+ k xy) — (y2+ & 7)].

{(Hs—kyy) —(mi—k )} =L {(Vatkx) —(ya+k x3) }.

C’est-a-dire

Donc
Bl (Ya— vq) + (¥3— x,) - BRI — (Va— ¥2) — (23— %)
(¥3— V1) — (#4— %) —~ (V3= 1) — (Fg—xp) ~

On a pris E,; paralléle a E,. Mais on peut prendre aussi E,, ou E,, paralléle a E,, ce qui
nous donne quatre autres solutions. On peut les trouver tout de suite en rearrangeant
les indices AT et A

pUI (Ya—¥3) + (32— %) BV (Ya—¥3) — (33— )
(¥a—¥1) — (34— 73) ° — (¥2— ¥1) — (Fa— %)

’

BV — (¥3— y2) + (%— %) BVI— (V3= ¥2) — (74— %))
(Ya—¥1) — (33— 73) ° — (Va—y1) — (F3— 23) ~

G.N.ViLaHAvVAS, Londres.

Uber die Integrationskonstante

Der Anfinger, der einige Gewandtheit in der Integralrechnung erreicht hat, glaubt
hiufig, dass man die Konstante der Integration einfach vernachlidssigen darf. Dieses
Verfahren ist nicht erlaubt. Es kann Fehler verursachen, was wir an einem in die Augen
springenden Beispiele veranschaulichen wollen. Wir betrachten die Funktion

y=1tgx,
ihre Differentialquotienten sind

1 2sinx
’ " ”» _a 7
_ e = (COS X ==
cos?x’ y ( ) cosdx

—2tgr =2
y =2tgx 5 =2y

Die Tangensfunktion geniigt daher der Differentialgleichung

y'=2yy. (1)
2 y y’ ist aber zugleich die Ableitung der Funktion y2, folglich ist

y"'=(¥%" (2)
Wir integrieren auf beiden Seiten, wobei wir die Konstante flott weglassen:

y' =y (3)
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Die Einsetzung der Werte von y und y’ ergibt die falsche Formel

1 N sin?x

- X =
cos?x g cos?x

)

woraus wegen der Identitidt der im allgemeinen nicht verschwindenden Nenner 1 =sin?x
folgen wiirde. Ein offenbarer Unsinn; denn x ist doch verdnderlich, sin3x kann ja jeden
Wert zwischen 0 und 1 annehmen.

Der begangene Fehler wird noch auffallender, wenn wir von der Differentialgleichung
(1) ausgehend alle Funktionen aufsuchen, die diese Gleichung erfiillen. Die Gleichung (3)
lasst sich in die Form bringen

—d—j;- =dx.
¥y
Durch Integration ergibt sich:
1
—_—— =X + C »
y
wo C eine Konstante bedeutet. Es ist also
_ 1
Y= x+C -

Nun haben wir den grotesken Widerspruch, dass tg » ihre eigene Differentialgleichung
nicht erfiillt! Die durch Differentiation von tgx erhaltene Differentialgleichung wird
also nur durch die jetzt erhaltene Funktion y = 1/(x¥ 4+ C) erfiillt, deren geometrisches
Bild eine gleichseitige Hyperbel ist.

Das falsche Ergebnis ergab sich dadurch, dass bei der Integration der Gleichung (2)
die Integrationskonstante unterdriickt wurde. In der Tat, wenn wir diesen Fehler ver-
meiden, lautet die Gleichung (3) richtig wie folgt

y'=92+C;
wenn nun y =tgx, y'=1/cos?x eingesetzt wird, gelangt man zur Gleichung

1 sin?x
=tg?xr+1= 3
cos?x cos?xy

die fiir C =1 zur Identitit wird.
Ebenso leicht ist die Bestimmung simtlicher die Bedingung (1) erfiillender Funktio-
nen. Die Integration von

+C,

dy

it A
ar =7 +C
ergibt:
* = 4T
= | 3i7¢

Der Wert dieses Integrals hingt vom Vorzeichen der Konstanten C ab. Fiir positives
C(=0b3%) wird:

x=/y’(f|-yb* =—;—arctg%, das heisst y=>btgbx.

Also fiir b=1 ist y =tgx, fiir C =0 erhidlt man

dy 1
x= | —S5=——+4.
y? y T
Falls C negativ (= —b?) ist, wird

. ay 1 1 y-—b
Sl v s ke 3 S Sy
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loga ist die Konstante dieser Integration, das heisst

y—b 1+ ae2b®
ae2b‘°= y+b oder y=bw. (4‘)
Nun ist
to g — siny i et®—g—i® ; etz _ 1
8Y = Cosx PILEWEI L e2® L1 "

Bei entsprechender Wahl der Konstanten (a =1, b =1) geht also die Formel (4) iiber in

y =tgx.

Die zu Beginn gefundenen Ergebnisse sind also falsch. Wir konnten uns iiberzeugen,
dass der Fehler durch Weglassung der Integrationskonstanten begangen wurde.
RicHARD OBLATH, Budapest.

Sur le probléme 63 proposé par M.C. Bindschedler

Le probléme 63 proposé dans cette Revue (4, fasc. 3, 69 [1949]) peut étre généralisé
de la fagon suivante: Trouver le volume et l’aire totale des solides convexes limités par
les cOnes de révolution circonscrits aux angles solides d’un polyédre régulier.

Les cdnes sont définis par I'axe et le demi-angle au sommet ¢. L’axe du coéne passe
par le centre du polyédre; ’angle ¢ est formé par ’axe et 'aréte du polyeédre. Deux
cones de sommets 4 et B (fig. 1) ont comme génératrice commune l'aréte AB. La
courbe d’intersection des deux cones se décompose donc en la génératrice 4B et une

Fig.1 Fig.2

conique située dans le plan de symétrie de AB. On voit facilement que pour 2 ¢ $=/2,
la conique est une ellipse resp. parabole resp. hyperbole.

I1.— Calcul du volume

De méme que les polyédres réguliers, les solides convexes peuvent étre tétrangulés
en 2z portions égales ou symétriques (% = nombre des arétes du polyédre). Ces portions,
de forme mi-pyramide mi-céne, ont pour base B la portion utile OLM ] des coniques
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et pour hauteur la moitié de I’aréte c. OL et O] sont les normales abaissées du centre O
sur les faces du polyédre (fig. 1).

. nBc
Volume du solide convexe: .

(1)

Le probléme revient donc a déterminer pour chacun des 5 polyédres réguliers
1° Yangle ¢, le genre et ’équation réduite de la conique;

2° ’aire B de la portion de conique OLMJ.

Dans le triangle rectangle AMO (fig. 1)

¢ oM _ distance centre — aréte
89 ="M = moitié aréte

Cette distance s’obtient aisément pour le tétrae¢dre, I'octaédre et le cube, tandis que
pour l'icosaédre et le dodécaedre, construits & 1’aide du cube circonscrit, ce sont les
deux rapports de la section d’or qui interviennent.

L’axe focal 2 a est donné par AM -tg2 ¢, resp. par AM -tg (n — 2 ¢), si 2 p est obtus.

L’axe non focal 2 b resp. le paramétre p se déterminent comme suit:

Si la conique passe par un sommet du polyédre (tétraédre, octaédre, icosaédre), on
substitue les coordonnées de ce sommet dans I’équation réduite.

Quant au dodécaédre, la deuxiéme branche (virtuelle) de I’hyperbole (fig.2) passe
par le sommet H du pentagone étoilé obtenu en prolongeant les arétes de la face A BD.

Quant au cube, le plan limite mené par le sommet 4 détermine les directions asympto-

tiques AC et AD qui sont perpendiculaires (arétes du cube!). L’hyperbole est donc équi-
latére.

On trouve les résultats suivants:

Polyédre tggp 2@ genre équation réduite
2
tétraédre . . . . —Vz < il E ¥4 2yt = =
2 2 2
\ n
octaédre . . . . 1 =& P yi=cx
cube. . . . .. | yZ | >Z |H.équil oy
2 2
2
icosaédre . . . . V5+1 | =2 H P yr=
2 2 1+ V5 4
2
dodécaédre . . . }—-—F——V_S—: s 7 H %2 — __z yt= £
2 2 543Y5 20

L’aive B de la portion utile OLM J, symétrique par rapport a I’axe focal, est évaluée
comme suit pour les différents genres de conique:

B = secteur elliptique SLM J — 2 - triangle SOL
avec secteur elliptique : 4 b arc cos x;/a

B = segment parabolique LM J + triangle LOJ
avec segment parabolique : 4/3 x; y,

B = 2 - triangle SOL — secteur hyperbolique LST
avec secteur hyperbolique : a b arc ch x,/a.



Kleine Mitteilungen 41

Le point L (de mé&me que son symétrique J) est I'intersection avec la conique de la
normale abaissée du centre O (d’abscisse xy) sur la face du polyeédre. Vu 'orientation
du systéme d’axes, on trouve, pour le genre ellipse, I’équation de la normale

y=tgw (¥ — x,).

Pour le genre parabole et hyperbole on remplace w par (n — w). Les équations des
normales et les coordonnées (%,; y,) du point L sont les suivantes:

tétraédre y = ]/—Z—(x — !41 c), 2{2 c, -1—36— c;

octaédre y=——‘—;2—(x——?c), 3—221/? c, Z—ZVE c;
cube y=—(x—c}2), 5[8/2_ ¢, 3{2_ c;

icosagdre y = — E—%K‘é-(x——}—%—@:c), 13—:45‘/3 c, 15;4V—5_ c:
dodécaeédre y=— —V—iz:}— (x _ _1_21202_@ c), ﬁ%ggﬁ c, E‘%*—-ﬂ c.

En substituant les valeurs de x, et y, dans les formules précédentes, on trouve la
base B, puis en remplagant dans (1) le volume total.

Solide circonscrit

V2 ( 4 3 3.
tétraedre n==6 V= 5 (‘arc cos — — W) c3;
2
octaédre n=12 V= 3 (8 —5Y2) c3;
5
cube n=12 V=(3—-2arcch —;—) c3;
[ |/ 1+ 13 SVS
icosaédre n = 30 V= S| 0+3Y5 + VS arcch A94-3V3 c3;
2 11 2 22
[ V 315 43+ 95
dodécagdre n = 30 V= .Z_ _2_19:*1_991_5_ —_ 5_+é_‘{_.. arc ch_____'_;_s___‘[;} 3.

I1. —- Calcul de l'aive totale

L’aire du solide convexe se compose des surfaces courbes des 2 n parties obtenues
par tétrangulation. On peut évaluer 'aire latérale d’un cone de révolution & partir de
sa projection sur un plan perpendiculaire & I’axe?). Si y = n/2 — ¢ est I’angle de pente de
la génératrice, on a

Aire projection _ Aire projection

Aire latérale cone = -
cosy sin g

1) Cf. A.ReuscHEL: Eine einjache Berechnung der Mantelfliche eines Drehkegelhufes, El. Math. 4, fasc. 4,
73 (1949).
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Dans notre probléme, l'aire a calculer est détachée par un plan sécant incliné sous
un angle « sur le plan de projection normal a 1’axe. Ce plan sécant détermine une
conique ¢ qui se projette en ¢’. Il vient

Aire ¢’ = Airec - cosa.
Et en remplagant:
Aire ¢’ cosa

= Airec

Aire latérale détachée = — - .
sin ¢ sin @

Or o = ¢, puisque le plan sécant est normal a la génératrice. D’ou

Aire latérale détachée : Aire conique - ctg ¢.

Il va sans dire que cette formule reste valable, si la conique ¢ se réduit a la portion B
symétrique par rapport a I’axe focal. Finalement on trouve donc

Aire totale solide convexe : 27 B ctgg. (2)

En substituant la valeur de B trouvée plus haut, on a les aires totales suivantes

Solide circonscrit

—_ 4 3 2.
tétraédre A=6 (arc cos-S— — -13) c?;
octaédre A=4(8—-5V2)c%
cube A= 3ﬁ(3—2arcch -i—) c?;
icosaédre A= 15(/5—1) | 10435 R Vs arcch—lm c?;

2 ] 11 2 22
dodécaddre A= 3(3 _2- Vs) 210_{;9931/3 —_ Eizi_@ arcchﬁ%g—}—/——?—»] c2.
L

L. KI1EFFER, Luxembourg.

Aufgaben

Aufgabe 107. Ein vollig stetiger Bogen (siehe Aufgabe 106) ohne Singularititen
(Wendepunkte, Spitzen, Doppelpunkte, Doppeltangenten, Ecken, Strecken) werde
unter Vermeidung jeder Singularitdt iiber seine beiden Enden hinaus unbegrenzt fort-
gesetzt; dann existieren eine konvexe Hiille und ein konvexer Kern, denen sich der
Bogen anschmiegt. Hierbei kann der Kern wie auch die Hiille ein konvexes Vieleck sein;
ersterer kann insbesondere in einen Punkt, letztere in eine Gerade ausarten.

L. LocHER-ERNST, Winterthur.

Lésung: Der einfache Bogen ist durch zwei zueinander duale Eigenschaften charak-
terisiert: Seine Punkte werden aus jedem fest gewidhlten umkehrbar eindeutig durch
ein stetiges Strahlenbiischel projiziert, seine Tangenten von jeder festen umkehrbar
eindeutig in einer stetigen Punktreihe geschnitten. Beim Durchlaufen des Bogens werden
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