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il est vrai, que les elements de geometrie analytique inseres dans ces editions ne

pouvaient nen contenir qui ne se trouvät dans la troisieme
Les precisions que nous avons donnees montrent l'importance du röle joue par

Monge dans la creation des coordonnees axiales de la droite S'il n'apphqua pas,
comme Plucker le fit en 1865, ces coordonnees ä l'etude de la geometrie reglee et
des systemes de forces, il faut neanmoms noter que c'est ä lui que Ton doit la premiere
etude des congruences de droites et en particulier des congruences de normales, et
qu'il est passe tres pres de la consideration des complexes de droites dans son Traite
elementaire de statique1)

Pour conclure, nous poserons deux questions
L'expression classique de «coordonnees pluckenennes» mente-t-elle vraiment de

s'apphquer aux coordonnees axiales de la droite
Est-il certam que Plucker, qui connaissait tres bien l'ceuvre de Monge et qui se

considerait comme un de ses disciples, n'ait lu ni son important memoire sur les deve-
loppees, ni l'une des deux premieres editions de VApplication de VAnalyse ä la
Geometrie Rene Taton, Paris.

Über einige Konstruktionen, die auf den Sätzen

von Pascal und Sturm beruhen

J -P Sydler hat in dieser Zeitschrift2) eine Methode angegeben, um m einem
gegebenen Punkt eines Kegelschnittes den Krummungskreis zu konstruieren In
Abweichung von dieser Methode, bei der unter anderem Gebrauch gemacht wird von
den Eigenschaften der projektiven Punktreihen, folgen hier einige Konstruktionen -
worunter die Konstruktion des Krummungskreises in einem Punkt eines
Kegelschnittes -, die auf den bekannten Sätzen von Sturm und Pascal beruhen

I. Satz von Sturm. Haben drei Kegelschnitte zwei Punkte gemeinsam, so gehen
die drei Verbindungsgeraden der übrigen Punkte, die sie zu je zweien gemeinsam
haben, durch einen Punkt (Punkt von Sturm)

Beweis Wir denken uns die drei Kegelschnitte durch eine komplexe projektive
Transformation aus drei Kreisen entstanden Die zwei isotropen Punkte gehen dabei

in zwei gemeinsame Punkte über, wahrend das Potenzzentrum in den Punkt von
Sturm übergeht

II Der Satz von Pascal kann in folgender Weise aus dem Satz von Sturm abgeleitet

werden (siehe Figur 1) Auf einem Kegelschnitt Kx seien sechs Punkte At
(i 1, 2, 6) gegeben Wir betrachten nun die Verbindungsgeraden AXAQ und A2AZ
als entarteten Kegelschnitt K2; die Verbindungsgeraden ASA± und A5A6 als
entarteten Kegelschnitt Kz. Die Kegelschnitte Klt K2 und Kz haben die Punkte Az
und A% gemeinsam, und die beiden entarteten Kegelschnitte schneiden sich außer

*) Pour toutes les questions annexes, on pourra consulter nos deux etudes R Taton, Gaspard Monge,
Bein El Math n° 9 (Birkhauser, Bäle 1950), VCEuvre scientifique de Monge (Presses Universitäres de
France, Paris 1951)

2) J -P Sydler, Construction ä l'aide de la rigle et de Vequerre du diamHre de courbure en un pomt d'une
conique, El Math 5, 49 (1950),



6 F.Thomissen und G.Tromp: Einige Konstruktionen nach Sätzen von Pascal und Sturm

in A3 und Ae noch in den Punkten Sx und S2. Nach dem Satz von Sturm gehen nun
die Geraden AXA2, A±Ab und SXS2 durch einen Punkt S. Die Schnittpunkte 5, 5xund
S2 der Verbindungsgeraden AXA2, AAA5; A2A3, A5A6 und AZA±, A6AX liegen somit auf
einer Geraden.

III. Ein Kegelschnitt, der durch zwei Basispunkte eines Kegelschnittbüschels geht,
schneidet jeden Kegelschnitt des Büschels noch in je zwei weiteren Punkten, deren
Verbindungsgeraden sich in einem Punkte der durch die zwei anderen Basispunkte
des Büschels bestimmten Geraden schneiden.

*2
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Fig.l Fig. 2

Dieser Satz ergibt sich direkt durch Anwendung des Satzes von Sturm auf K, Kx
und Kt (i 2, 3, 4, wo Kt (i 1, 2, 3, die Kegelschnitte des Büschels und
K den Kegelschnitt durch zwei der Basispunkte bedeutet.

Bemerkung. Nehmen wir in Satz III als Kegelschnittbüschel ein Kreisbüschel, so

ergibt sich, daß jeder Kreis des Büschels den Kegelschnitt noch in zwei Punkten
schneidet, deren Verbindungsgeraden parallel sind.

Konstruktion 1 (Figur 2). Gegeben: Der Kegelschnitt K durch die Punkte At
(f 1,2,...,5).

Man konstruiere im Punkt Ax den Krümmungskreis von K.
Mittels des Satzes von Pascal konstruieren wir die Tangente l in Ax an K. Darauf

konstruieren wir den Kreis c, der / in Ax berührt und durch einen der Punkte A ±

(i 2, 3, 4, 5) geht, zum Beispiel durch A2. Der Kreis c schneidet K noch in einem
Punkt B. Diesen Schnittpunkt B bestimmen wir durch Anwendung des Satzes von
Sturm auf die Kegelschnitte K, c und den durch die Geraden AXAZ und AxAi
gebildeten entarteten Kegelschnitt.

Nach der Bemerkung zu Satz III wird jeder Kreis, der / in Ax berührt, K noch in
zwei Punkten schneiden, deren Verbindungsgeraden zu A2B parallel sind. Beim
Krümmungskreis fällt einer dieser beiden Schnittpunkte zusammen mit Ax. Der
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andere Schnittpunkt liegt somit auf der Geraden durch Ax parallel zu A2B Diese
Gerade schneidet K noch in R, so daß der Krummungskreis durch den Berührungspunkt

Ax und den Punkt R bestimmt ist
Konstruktion 2 Zwei Kegelschnitte haben zwei Punkte gemeinsam man konstruiere

die Verbindungsgerade der andern beiden Schnittpunkte
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Die beiden Kegelschnitte Kx und K2 seien beziehungsweise gegeben durch die
Punkte At und Bt (1 1, 2, 5), wobei Ax Bx und A2 B2 (Figur 3) Kx und K2
bestimmen em Kegelschnittbuschel, von dem Ax und A2 Basispunkte smd Der aus
den Geraden AXAZ und A2A^ gebildete entartete Kegelschnitt schneidet K2 noch in den
Punkten X und Y Nach Satz III ist der Schnittpunkt von AZA^ und XY ein auf der
Verbindungsgeraden der andern beiden Basispunkte liegender Punkt S Der durch
die Geraden AXAZ und A2A5 gebildete entartete Kegelschnitt schneidet K2 noch in
den Punkten X und Z Der Schnittpunkt T der Geraden AZA5 und XZ liegt also
auch auf der Verbindungsgeraden der beiden andern Basispunkte Somit ist TS die
gesuchte Gerade

Konstruktion 3 Man konstruiere den Kegelschnitt, der mit einem gegebenen
Kegelschnitt zwei Punkte gemeinsam hat, ihn außerdem berührt und noch durch zwei
gegebene Punkte geht
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Es se en P und Q die beiden gegebenen Punkte und K der durch At(i 1,2 ,5)
bestimmte Kegelschnitt (Figur 4) Der gesuchte Kegelschnitt soll durch d e Punkte
Ax, A2, Pund Qgehen und außerdem K berühren Er gehört also zu dem durch diese

vier Punkte bestimmten Büschel Nach Satz III schneidet K jeden Kegelschnitt
des Buscheis noch in je zwei Punkten, deren Verbindungsgeraden durch einen auf
PQ gelegenen Punkt 5 gehen Wir können diesen Punkt S mit einem beliebigen Exem
plar des Buscheis konstruieren und nehmen deshalb den durch die Geraden AXQ und
A2P geb ldeten entarteten Kegelschnitt Der gesuchte Kegelschnitt ist also durch die
vier gegebenen Punkte und den Berührungspunkt der Tangente von 5 an K bestimmt
Es gibt somit zwei Losungen Die Berührungspunkte finden wir als Schnittpunkte
von K mit der Polaren s von 5 bezüglich K

F Thomissen, Heerlen, und G Tromp, Sittard
Bemerkung der Redaktion Im Anschluß an die obige willkommene Mitteilung mochten

wir auf den schonen Aufsatz von K Rohn Ableitung einiger Kegelschnittsatze mit Hilfe
von Schnittpunktsatzen (Jber dtsch Math Ver 16 359-377 [1907]) aufmerksam machen

Bemerkungen zum Satz von Bernoulli

Der Satz von Bernoulli krönt die elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung
daher sollte dieses Theorem auch im Schulunterricht die Wahrscheinlichkeitsrechnung
beschließen Im folgenden soll em Beweis skizziert werden, der nur Begriffe und Satz^
verwendet, die üblicherweise behandelt werden

Aus einer Urne werde eine Nummer x gezogen p sei die Wahrscheinlichkeit, diese

bestimmte Nummer x zu ziehen, und q die Gegenwahrscheinhchkeit, so daß

ist Dieses Experiment werde, bei gleichbleibender Wahrscheinlichkeit p, n-msl
wiederholt, dabei kann die Nummer r 0, 1, 2, n-mal gezogen werden Die Wahr
scheinhchkeit fur em r mahges Eintreffen des Ereignisses bei n maliger Wiederholung
ist nach Newton

wobei

2>.M £ C)prqn-r= (* + ?)• (i)
r 0 r 0

V '

ist Zum Beweise unseres Satzes benotigen wir den Mittelwert oder Erwartungswert
E(r) r und die Streuung a2(r) dieser binomischen Verteilung Die Umformung

(n\ n* r __
(w — 1)» (n~~l\ 10\r\rj ~ r\(n-ry n (r-1)' [(n-1) - (r-1)]' ~ n \r-lj W

erlaubt die Berechnung des Mittelwertes

r £rwn(r)-£r(*)pr<r-r=*p£(nrZ1i)P-19ln 1)~(r-1)'
r 0 r 1

x ' r 1
x '
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