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Monge, createur des coordonnees axiales de la droite,
dites de Plucker

Tous les histonens des mathematiques dont nous avons pu consulter les travaux
attribuent 1 introduction des coordonnees axiales de la droite ä J Plucker (1801 ä

1868) et ä A Cayley (1821 ä 1895), nous ne citerons ä ce propos que les deux etudes
assez recentes de G Loria et J -L Coolidge1)

Apres deux tentatives encore msuffisamment mises au pomt et pubhees en 1846

et 18642), J. Plucker presenta dans une note additionnelle, redigee en d6cembre 1865

et publiee ä la suite de sa seconde etude citee, la notation depuis lors classique des

six coordonnees homogenes de la droite, /, m, n, A, fi, v, hees entre elles par la relation
bilineaire lA + m/u + nv-^O*) II tira de suite le meilleur parti de cette notation
nouvelle, tant dans l'etude des congruences, des complexes de droites et de l'en-
semble de la geometrie r£glee que dans celle des systemes de forces4). Independamment
de Plucker, Cayley avait, de son cöte, concu en 1859 la notation des coordonnees
axiales de la droite6), mais ce n'est qu'apres les pubhcations du geometre allemand
qu'il se decida ä en publier une tardive mais remarquable 6tude d'ensemble6).

Gaspard Monge n'est cite ni par Plucker, ni par Cayley, ni, ä notre connais-
sance, par aucun de ceux qui ont ecnt l'histonque de cette partie de la g6ometne

*) G Loria, Perfectionnements, ivolution, mitamorphoses du concept de coordonnees, Mathematica 18,
125-145 (1942), 20, 1-22 (1944) [reproduit dans Osms 8, 218-288 (1948)] - J L Coolidge, A History
of Geometrtcal Methods (University Press, Oxford 1940)

2) J Plucker, System der Geometrie des Raumes (Dusseldorf 1846), p 322, On a New Geometry of Space,
Phil Trans Roy Soc London 155, 725-791 (1865) [reproduit dans Gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen,

t 1 (Leipzig 1895), pp 469-545] memoire präsente* le 22 däcembre 1864
8) Dans une note additionnelle recue le 11 d6cembre 1865 et publi6e ä la suite du memoire pr6c6demment

cite* (cf Gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen, t 1, pp 525-545) La traduction francaise du memoire
et de la note sont dans J Math pures appl [2e s ] 2, 337-404 (1866)

4) J Plucker, Fundamental Views regarding Mechanics, Phil Trans Roy Soc London 156, 361-380
(1866) [reproduit dans Gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen, t l,pp 546-568], Giomitrxe de Vespace,
Les Mondes 13, 79-84 (1867) [reproduit dans Gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen, t 1, pp 570-575],
Theorie ginirale des surfaces rigUes, leur Classification et leur construction, Ann Math [2e s ] 1, 160-169
(1867) [reproduit dans Gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen, t 1, pp 576-585], Neue Geometrie des

Raumes, gegründet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement, 2 volumes (Leipzig 1868/1869)
6) A Cayley, On a new analyhcal Representation of Curves tn Space, Quart J pure appl Math 3,

225-276 (1860), 5, 81-86 (1862) [reproduit dans Collected Mathematicai Papers, t 4 (Cambridge 1891),
pp 446-455, 490-494] - m£moires dat6s des 2 juin 1859 et 30 octobre 1860

•) A Cayley, On the stx Coordtnates of a Line, Trans Cambridge Phil Soc 11, 2e partie, 290-323
(1869) [reproduit dans Collected Mathematicai Papers, t 7, pp 66-98] memoire lu le 11 novembre 1867
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2 R Taton Monge, cröateur des coordonnees axiales de la droite, dites de Plucker

analytique; cependant, nous avons pu etabhr son antenonte indeniable dans ce
domaine.

Nous trouvons ses premieres idees ä ce sujet dans son celebre Memoire sur les

developpees, les rayons de courbure, et les differens genres d'mflexions des courbes ä

double courbure1), presente devant l'Academie Royale des Sciences de Paris le 31 aoüt
1771 et pubhe en 1785 Quoiqu'il traität exclusivement de questions de geometrie
infinitesimale, Monge avait du intercaler dans son memoire deux lemmes tres
elementaires de geometrie analytique se rapportant k l'equation du plan mene par un
pomt perpendiculairement ä un plan donne et aux equations de la perpendiculaire a
un plan menee par un point donne Ces problemes avaient, en effet, ete neghges par
tous les auteurs, qui, depuis Descartes et Fermat, avaient etudie la geometrie
analytique, et Monge dut traiter ces questions elementaires avant de pouvoir determiner
l'equation du plan normal et l'expression du rayon de courbure en un pomt d'une
courbe de l'espace C'est ä l'occasion du premier de ces problemes qu'il introduisit les

six coordonnees axiales de la droite dans un passage que nous citerons en corngeant une
faute typographique evidente qui apparait dans la relation qui rehe ces coordonnees2)

«Soient
a x + b y + cz + d 0, & a'x + b'y + c'z + d'= 0,

les equations donnees de la droite, & x', y' & z' les coordonnees du pomt donne On
aura les equations des trois projections de la droite sur les trois plans, en ehminant
successivement une des trois variables x, y, & z des deux equations precedentes, ainsi
ces trois equations seront

[ab'' — a'' b] y — [c a' — c' a] z + a d' — a' d 0

[c a' — c' a] x — [b c' — b' c] y + c d' — c' d 0

\bc' -V c] z -\ab' -a'b] x + bd'-b' d 0

& si Ton fait pour abreger,

a b' — a'b oc a d' — af d ö

ca'—cfa ß cd'—c'd e

be'-b'c y bd'-b' d £,

elles deviendront
ay - ß z +(5 0

ß x — y y + e 0

y z — ol x + £ — 0.

De ces trois equations, deux quelconques supposent le troisieme, parce que deux
projections d'une droite suffisent pour la determiner dans l'espace, donc les six quantites

a, ß, y, ö, b & C ne sont pas mdependantes les unes des autres: elles doivent &tre
telles que ces trois equations aient lieu ä la fois, & on trouvera la relation qu'elles ont
entre elles en multiphant la premiere par y, la seconde par a, la troisieme par ß^ &
ajoutant, ce qui donne

<x e \-ßt + yö 0,

x) Memoires de Mathematique et de Physique präsentes ä l'Acadämie Royale des Sciences par divers
Savans, & lüs dans les Assemblers 10, 511-550 (Paris 1785), avec deux planches

2) Op cit pp 524-25
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equation qui est identique, & se verifie par la Substitution des valeurs de oc, ß, y, 6, e
& ?.»

Ces problemes de geometrie analytique n'apparaissant que pour leur application
immediate k des questions de geometrie infinitesimale, Monge n'insiste pas sur la
notation nouvelle qu'il introduit, mais il semble bien qu'il en avait, des cette epoque,
compris toute l'importance.

Nous trouvons un emploi beaucoup plus etendu et plus systematique de ces
coordonnees dans un bref expose de geometrie analytique qui se trouve au debut des

deux premieres editions du grand traite de Monge: VApplication de VAnalyse cela
Geometrie, Ces deux editions, publiees en 1795 et 1801 sous le titre de Feuilles d'Analyse

appliquee ä la Geometrie1), sont aujourd'hui tres rares, et la plupart des historiens
des mathematiques n'ont consulte que les trois editions ulterieures du traite, publiees
sous le titre definitif en 1807, 1809 et 18502); c'est probablement pour cette raison
qu'ils n'ont pas trouve les passages que nous allons etudier et qui ne se trouvent que
dans les deux premieres editions*

Cette tres breve et tres importante etude de geometrie analytique3) est constituee

par la Solution de treize problemes fondamentaux relatifs aux elements du premier
ordre, droites et plans, qui entrent ainsi veritablement pour la premiere fois dans le
domaine de la geometrie analytique classique.

C'est avec le probleme VIII: «Deux plans etant donnes, trouver les projections de

leur intersection», que les coordonnees axiales de la droite se trouvent naturellement
reintroduites comme dans le memoire precedemment cite; les notations y sont quelque
peu transformees, et les equations de la droite intersection des deux plans:

A x + By + Cz+ D 0 et A'x + B'y + C z + D'= 0

sont mises sous la forme:

l y — m x + v — 0

nx — lz-\-fi^Q

avec la condition lX-\- m ju+ n v 0.

Et Monge precise:
«C'est sous cette forme g6nerale qu'il est plus avantageux de mettre les equations

d'une ligne droite donn6e dans l'espace. Des six constantes /, m, n, A, fi, v, qui y entrent,
il n'y en a que quatre qui soient necessaires. Une d'entre elles est toujours d6termin6e
par l'equation de condition lA.-\-mfi + nv 0; une autre est arbitraire, et l'on peut
en disposer, de maniere qu'en ^galant k z6ro certaines quantit6s compliquees, les
Operations de l'analyse deviennent plus faciles.»

Ces coordonnees de la droite se trouverit utilisees dansla Solution des problemes x,
Xi, xn et xm: d^termination de rangle de deux droites, de l'angle d'une droite et d'un
plan, de la plus courte distance de deux droites et des equations de la perpendiculaire

1) La premiere Edition est formte par la räunion de feuilles de cours, imprimSes une ä une ä Pintention
des 61eves de la premiere promotion de TEcole polytechnique. La deuxieme Edition est un ouvrage in-4°
de 138 pages, non num6rot6es, mais divise" en 34 «feuilles» d'un nombre variable de pages.

2) L'ädition de 1807 comporte une premiere partie, consacr6e ä VApplication de VAlglbre ä la Giomitrie
(g6om6trie analytique du premier et du second degr6s) qui est supprim6e dans les Editions suivantes.

8) 12 pages dans l'6dition in-4° de 1801.
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commune ä deux droites. Nous donnerons quelques details sur la Solution de ce dernier
probleme qui montre que Monge avait tres bien compris l'interet de la nouvelle
notation qu'il avait introduite.

Les coordonnees axiales de la droite cherchee etant l, m, n, X, ja, v, et les coordonnees

des droites donnees, respectivement V, m', n', X', \x v' et l", m", n", X", fj,", v", il
ecrit tout d'abord la relation qui lie les six quantites cherchees:

IX + m/a + nv^O. (1)

Puis, il ecrit les deux conditions de perpendicularite:

/ V + mm' +nn' =0, (2)

11" -Vm m" + n n" - 0. (3)

Puis, utilisant un resultat etabli precedemment, il ecrit que la droite cherchee ren-
contre les deux droites donnees, k l'aide des deux equations:

(ja n' — ja' n) (mf n - mn') — (nX' — n'X) (/' n — l n'), (4)

(p n" - ti" n) (m" n-m n") (n X" - n" X) (l" n - l n") (5)

Disposant habilement de n, il determine l, m et n k l'aide des equations (2) et (3):

l - m' n" - m" n' m n' V - n" V, n V m" - V m'

et designe les seconds membres de ces egalites par les lettres L, M, N. II developpe
ensuite les equations (4) et (5) et, grace k des notations bien choisies, obtient rapidement

les valeurs de X, ju, v, en fonction des donnees et de la plus courte distance Q,
dont il donne la valeur sous forme symetrique:

On constate, sur cet exemple, la maitrise avec laquelle Monge manie les nouvelles
notations qu'il avait creees. Mais son etude etait destinee ä des jeunes gens qui,
entrant k l'Ecole polytechnique, s'initiaient en quelque sorte ä cette geometrie
analytique moderne que Monge venait de creer; et il est probable que, du point de vue
pedagogique, l'emploi immediat de ces nouvelles notations ne donna pas les meilleurs
resultats. Aussi, d£s 1805, Monge abandonna-t-il ces coordonnees axiales et revint-il
k une methode, moins originale, mais peut-etre mieux adaptee ä la competence de

ses lecteurs, dans une courte etude d'ensemble des problemes de geometrie analytique
du premier et du second degre qu'il publia en collaboration avec Hachette1). Cette
etude se trouve republiee comme premiere partie de la 3e edition de YApplication de

VAnalyse ä la Geometrie (1807), et il est probable que les historiens de la geometrie,
faute de trouver aisement les deux premieres 6ditions de ce traite, ont pense, k tort

l) G. Monge et J.-N.-P. Hachette, Application de VAlglbre ä la Giometrie des surfaces du premier et du
second degrd, ä Vusage de VEcole polytechnique, in-4° (Paris, an XIII [1805]), IV + 56 pp., avec une planche.
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il est vrai, que les elements de geometrie analytique inseres dans ces editions ne

pouvaient nen contenir qui ne se trouvät dans la troisieme
Les precisions que nous avons donnees montrent l'importance du röle joue par

Monge dans la creation des coordonnees axiales de la droite S'il n'apphqua pas,
comme Plucker le fit en 1865, ces coordonnees ä l'etude de la geometrie reglee et
des systemes de forces, il faut neanmoms noter que c'est ä lui que Ton doit la premiere
etude des congruences de droites et en particulier des congruences de normales, et
qu'il est passe tres pres de la consideration des complexes de droites dans son Traite
elementaire de statique1)

Pour conclure, nous poserons deux questions
L'expression classique de «coordonnees pluckenennes» mente-t-elle vraiment de

s'apphquer aux coordonnees axiales de la droite
Est-il certam que Plucker, qui connaissait tres bien l'ceuvre de Monge et qui se

considerait comme un de ses disciples, n'ait lu ni son important memoire sur les deve-
loppees, ni l'une des deux premieres editions de VApplication de VAnalyse ä la
Geometrie Rene Taton, Paris.

Über einige Konstruktionen, die auf den Sätzen

von Pascal und Sturm beruhen

J -P Sydler hat in dieser Zeitschrift2) eine Methode angegeben, um m einem
gegebenen Punkt eines Kegelschnittes den Krummungskreis zu konstruieren In
Abweichung von dieser Methode, bei der unter anderem Gebrauch gemacht wird von
den Eigenschaften der projektiven Punktreihen, folgen hier einige Konstruktionen -
worunter die Konstruktion des Krummungskreises in einem Punkt eines
Kegelschnittes -, die auf den bekannten Sätzen von Sturm und Pascal beruhen

I. Satz von Sturm. Haben drei Kegelschnitte zwei Punkte gemeinsam, so gehen
die drei Verbindungsgeraden der übrigen Punkte, die sie zu je zweien gemeinsam
haben, durch einen Punkt (Punkt von Sturm)

Beweis Wir denken uns die drei Kegelschnitte durch eine komplexe projektive
Transformation aus drei Kreisen entstanden Die zwei isotropen Punkte gehen dabei

in zwei gemeinsame Punkte über, wahrend das Potenzzentrum in den Punkt von
Sturm übergeht

II Der Satz von Pascal kann in folgender Weise aus dem Satz von Sturm abgeleitet

werden (siehe Figur 1) Auf einem Kegelschnitt Kx seien sechs Punkte At
(i 1, 2, 6) gegeben Wir betrachten nun die Verbindungsgeraden AXAQ und A2AZ
als entarteten Kegelschnitt K2; die Verbindungsgeraden ASA± und A5A6 als
entarteten Kegelschnitt Kz. Die Kegelschnitte Klt K2 und Kz haben die Punkte Az
und A% gemeinsam, und die beiden entarteten Kegelschnitte schneiden sich außer

*) Pour toutes les questions annexes, on pourra consulter nos deux etudes R Taton, Gaspard Monge,
Bein El Math n° 9 (Birkhauser, Bäle 1950), VCEuvre scientifique de Monge (Presses Universitäres de
France, Paris 1951)

2) J -P Sydler, Construction ä l'aide de la rigle et de Vequerre du diamHre de courbure en un pomt d'une
conique, El Math 5, 49 (1950),
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