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1 l 1

5 0(8000 3500) £%0()0 ' 4~00ü o400ü 9,5330 0107 169 102378 < fjj°™),iii(3500) < 0(8000 3500) e960()0 4200°25 o400°25 - 9,5330 0107 412 102378

Hieraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeit daß beim 8000mahgen Werfen einer
Münze gerade Schrift 3500 mal erscheint

5 4861 0771 05 10 30 < w < 5,4861 0771 19 10 30

Diese Beispiele zeigen, daß die Annäherung schon bei kleinem n ausgezeichnet ist,
so daß die Schranken wohl meist genügen werden P Buchner, Basel

Construction du cercle osculateur en un point
quelconque d'une quartique bicirculaire

Considerons une courbe anallagmatique generale Z On sait qu'elle est l'enveloppe
d'un cercle C qui vane en restant orthogonal a un cercle fixeD, appele cercle directeur,
tandis que son centre decrit une courbe fixe d, appelee deferente

Connaissant D et un pomt Ox de d, on peut evidemment construire le cercle C de

centre 0lf que nous appellerons Clt et il est de plus aise de trouver ses points de

contact avec Z
Soit, en effet, C2un cercle C voisin de Clt 02 son centre Soient M' et iV'les points

communs ä C± et C2 Ces cercles etant orthogonaux ä D, leur axe radical M'N' passe
par le centre Or de D il est, en outre, perpendiculaire ä la ligne des centres Ox02
D'apres la theorie des enveloppes, si Ton fait tendre 02 vers 0lf les points M' et N'
tendent vers les points oü C touche son enveloppe, points que nous appellerons M
et N La droite Ox02 ayant comme position limite la tangente t k d en 0lt on voit
qu'on obtiendra les points M et N a l'intersection du cercle C± et de la perpendiculaire

/ abaissee de 0' sur t
De plus, Cx etant tangent a la courbe Z en M et N, on connait aussi les normales

en ces points qui sont les droites OxM et OxN Sur ces normales se trouvent les
centres de courbure c et c' de Z aux points M et N Le probleme de la construction
de ces centres a la r&gle et au compas est reste jusqu'ä present irresolu On peut
cependant le resoudre aisement si Ton sait construire le cercle osculateur en tout pomt
de d. Les calculs developpes plus loin m'ont en effet amene, dans ce cas, ä la Solution
suivante

On construit le centre de courbure 0 de la deferente d au pomt 0lß on determme le

pole T de la droite f par rapport ä Clt puis le symetnque Tx de T par rapport äOx. On
eleve la perpendiculaire at en Tx, et Von mene par Ox la parallele äO'O Ces deux droites
se coupent en un point K On mene enfm par 0' la parallele g ä OK La droite g coupe
Ox, M et OxN aux centres de courbure c et c' cherches
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Demonstration. ~~ Remarquons d'abord que 0', c et c' sont en ligne droite. En effet,
si r est le rayon de D, on sait qu'une inversion de centre 0' et de puissance r2 trans-
forme la quartique en elle-meme. Les points M et N se correspondent dans cette
Inversion, ainsi que leurs cercles osculateurs. II s'ensuit que les centres de ces deux
cercles sont alignes sur 0'. Montrons ensuite que les droites O'c et OK sont paralleles,

A-K/>
IPM

& Cf

W*7/J
o,

\m iC

d G^

PK

en calculant leurs coefficients angulaires. Examinons en premier heu le cas oü la
deferente d est un cercle de rayon R. Choisissons son centre 0 comme origine d'un
Systeme d'axes rectangulaires dont l'axe des y passe par le centre 0'(o, b) du cercle
directeur D.

L'equation de D, dans ce Systeme, est:

X2 + y* _ 2 b y + b2 - r2 0.

D6terminons la position de Ot sur d par le param&tre

u Ox,OOx.

Les coordonnees de Ox sont alors *

xx R cos u, yx R sin u.

Le cercle Cx de centre Ox etant orthogonal ä D, son rayon rx est donne par la
relation:

r\ R2 - 2 b R sin u + b2 - r2. (1)
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a) Pour calculer le coefficient angulaire de g, menons OL perpendiculairement ä

0XM, et soit: ^Ox, OL cp. (0<cp<2n)

Dans le triangle rectangle 0X0L, l'angle aigu 0X0L vaut \u - cp\, quelle que
soit la position du point 0X; de sorte que l'expression

OL R cos (u — cp)

est toujours positive.
L'equation de la droite 0XM sous forme normale est, par suite:

x cos cp -f y sin cp — R cos (u — cp) 0. (2)

Les parametres u et cp sont relies par une relation. Pour l'etabhr, menons la droite
OG perpendiculairement ä /. Les angles u et O'OG ayant leurs cötes respectivement
perpendiculaires, on a:

\0G\ |00'cosw|- |6cosw|.

Soit / le pied de / sur /.Ona:

MOxI -=LOOx= \u-<p\.

Donc: OxI OxM cos (u — cp) rx cos (u — 99).

OxIGO etant un rectangle, les longueurs 0X/ et OG sont egales, et, par suite, 011

a l'equation:
b cos « ~ -j- rx cos (w — 99). (3)

rx etant fonction de u d'apres (1), la relation (3) permet de considerer u comme
fonction de cp.

Le centre de courbure c est la limite du point d'intersection de 0XM et d'une
autre normale ä la quartique lorsque cette seconde droite tend vers la premiere.
Donc, si F(x, y, cp) =-= 0 est l'equation de OxM, les coordonnees x0 et y0 du point c

sont les Solutions du Systeme:

F x cos cp -f y sin cp — R cos (u — cp) 0,

v -= — x sin 99 -f y cos cp + R sin (w — cp) (u' — 1) — 0.
On en tire:

xQ P (sin 99 sin (w - 99) w' + cos w)

(4)
y0 P [— cos cp sin (w — cp) u' + sin u] J

w' designe la derivee de u par rapport ä cp. Nous la calculerons en utilisant les relations
(1) et (3).

En derivant (1) par rapport ä u, il vient:

2rxr[= -2bRcosu. (5)

En eliminant rx entre (5) et (3), on trouve:

r[ ^R cos(u — 99).
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n, -> /ox ÖCOSW
D apres (3), on a rx -= 4- —:—

Derivons (3) par rapport a cp II vient

— b sm u u' ±r'x cos (u — 99) u' ^f rx sin (u — cp) (uf — 1)

Remplacons rx et rx par leurs expressions en fonction de u et 99 et resolvons par
rapport a u', on obtient finalement

b cos u sm (w - 0?)

R cos3 (u - q?) - b sin 99

Introduisons cette valeur de 24' dans les formules (4) Utihsons les valeurs de xQ

et y0 qu'on obtient amsi pour calculer le coefficient angulaire de la droite O'c

i0- b
m= ü

On trouve, apres quelques transformations, et en tenant compte de (3)

R smu - (r\lb cos2u) yx r\R2m= —D x-^- x - ' (6)it cosw %x 0 x\ v '

6) Pour trouver rapidement le coefficient angulaire mK de OK, bornons-nous au
cas de la figure On en tire, en designant par xK yK les coordonnees de K

"«Tf — — —
•*# rj_ xx xx cos w

Or OxTx OxT= (ri
^ h

q
1 x x cos (u- (p) b cos ii '

puisqine rx cos (u -- 99) b cos w, donc

m - yi - ^~ - 7l - r^2
*¦

#x b xt cos2 w ^ b x\

Ce resultat est d'ailleurs valable quelles que soient les positions des cercles de la
figure, comme le montrerait un calcul fait suivant les methodes habituelles de la
g6ometne analytique

D'apres la formule (6), on a
mK m

et on voit que la droite g est parallele k OK La construction a demontrer est donc
etablie dans le cas oü d est un cercle Le centre de d se confond alors avec le centre
de courbure 0 de d au pomt 0

Supposons mamtenant que l'enveloppe Z de Cx soit une anallagmatique ayant
comme deferente d une courbe ä courbure continue Designons par 0X un pomt
quelconque de d et par M un des deux points correspondants de Z M admet OxM comme
normale Le centre de courbure c est la limite du pomt d'mtersection de OxM et
d'une normale mfimment voisme 0XM' Supposons que, dans ce processus, on
remplace le pomt 0X, pns sur d, par un pomt Ox, pns sur le cercle osculateur de d
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en Ox et dans le voisinage de ce point. Construisons aussi un point M", en partant de

0X, comme on construirait M' en partant de 0[. Si l'on remplace la droite 0XM' par
0XM", dans le passage ä la limite, on peut montrer qu'on ne fait que negliger des

infiniment petits d'un ordre superieur ou egal au second par rapport ä l'arc OxOx.

II s'ensuit que la limite du point d'intersection de 0XM" et de 0XM est aussi le

point c. On peut, en resume, remplacer d par son cercle osculateur au point 0X pour
trouver les centres de courbure c et c' de Z k l'aide de la construction qu'on vient
d'etablir. Celle-ci nous permet donc de determiner le cercle osculateur en un point
quelconque M d'une anallagmatique Z ä condition qu'on sache construire celui de sa

deferente d au point correspondant. C'est, en particulier, le cas si d est une conique
quelconque et si, par suite, Z est une quartique bicirculaire generale.

A.Loeffler, Rolle.

Kleine Mitteilungen

Der Hypevbeltangens in der Biologie

Manche Lehibucher der Differential- und Integralrechnung geben als Anwendung
der Exponentialfunktion und gleichzeitig als Beispiel einer einfachen Differentialgleichung

das bekannte Wachstumsgesetz der Biologie

"-*»• <»

wo N die Anzahl der Indi\iduen einer isoliert genommenen Population und k eine
Wachstumskonstante bedeuten. Die Losung \on (1) lautet

A^: okt

Nach dieser Funktion wurde das Wachstum immer schneller, um schließlich
unbegrenzt zuzunehmen; und doch wachsen die Baume nicht in den Himmel, einmal hört
der Vermehrung auf, weil der Raum fehlt und die Nahrung ungenügend wird. Es handelt
sich also darum, diesen hemmenden Faktoren im Ansatz (1) Rechnung zu tragen. Die
Konstante k soll deshalb aus einer Wachstumskonstanten e und einer Hemmungskonstanten

A, die ihrerseits proportional der Anzahl der Individuen ist, in folgender Weise
zusammengesetzt werden:

k s-XN.
Das Wachstumsgesetz nimmt damit die Form

dN
dt e- A N) N (2)

an. Man kann die rechte Seite e N — A N2 auch als die ersten Glieder der Taylor-Entwicklung

der Wachstumsgeschwindigkeit dN/dt ansehen. <<

Die Differentialgleichung (2) ist separierbar, und durch elementare Integration
mittels einer Partialbruchzerlegung erhält man die Losung

N--
e~e{t to) + t.

0)

Daraus ersieht man sofort, daß fur /-> oo NOQ= eß wird, also em endlicher Grenzwert

existiert, der nur von den beiden Konstanten e und A abhängt.
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