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8 P. Buchner: Bemerkungen zur Stirlingschen Formel

Bemerkungen sur Stirlingschen Formel

Die Moivre-Stirlingsche Formel besagt, daß die Größen

n! und Pn \2 nn nn e~n

prozentual um so besser übereinstimmen, je größer n ist. Diese Tatsache, die zumeist
in den Lehrbüchern allein hergeleitet wird, reicht bei der Berechnung von Fakultäten,
Binomialkoeffizienten oder Wahrscheinlichkeiten nicht aus, vielmehr muß bekannt
sein, mit welcher Genauigkeit Pn die Größe n\ approximiert.

Die üblichen Fehlerabschätzungen bedienen sich der tieferliegenden Eulerschen
Summenformel. Cesäro1) leitet mit ganz elementaren Mitteln eine gute obere
Schranke ab. Wird dieses Verfahren sinngemäß modifiziert, so erhält man auch eine
sehr gute untere Schranke, die in den meisten Fällen ausreichend sein dürfte.

Die Reihenentwicklung

>»(-^H(*+1+-?+-r+••¦). m<>.
dividieren wir durch 2 x und setzen:

__
x

x ~ 2¥+i '

wobei n eine natürliche Zahl bezeichnet, dann erhalten wir:

2^ + 1 / w + 1\ 1 1 1 1 1 1i (n + 1\ -,
1 1

2 \ n '3 (2n + l)2 ' 5 (2m + 1)4
'

7 (2« + l)6

Hieraus ergeben sich die folgenden beiden Abschätzungen:

(w+l)in(i+;-)<i+i{^lT¥ + T2-¥L1)1 +
1 I

1 + -———;- - 1 +12n(n + l) ' 12« 12 (n + 1) '

/ 1\,/-,1\^-,1 1 1 1 1

(n+ -)ln(l + -) > 1 + y jfn + l)2 +T' (2^+IF + «J

i + tt^:^ ^ i +

25/3 (2w+l)e
12

3(2n + l)2 1 ' 144m2+144^ + 14,4
~ 5/3]2"F+~lp

12 1 1

144w2+150 w +(49/16) ^ 12 w +0,25 12 (n + l) + 0,25 '

dabei ist die letzte Abschätzung richtig, wenn nur

49 907
150 n + — > 144 n + 14,4, oder n > ^r, also n ^ 2 ist.

*) E. Cesäro, Einleitung in die Infinitesimalrechnung, deutsch von G. Kowalewski (Teubner, Leipzig
1922), S. 154.
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Beide Abschätzungen zusammen ergeben die Ungleichungen

12 » + 0,25 12(»+l)+0,25 < /l M" "*

2 < *
+

12n 12 (»+ 1) /T\

Jetzt betrachten wir die Folge positiver Zahlen

n\ en

Für den Quotienten zweier aufeinanderfolgender Glieder erhalten wir

an __ nie^(n+l)n+W2) _ _x /t 1\M +

Än + i
""

nw+(1/2)(n + 1)U

l

ß«rl \ nf

Diesen Wert setzen wir in die Ungleichungen (I) ein und erhalten

12 n + 0,25 12 (n + 1) + 0,25 / # w / 12» 12 (2 n + 1)

an + l
oder

i i__
an_, / 12 (w +1) + °'25 < an i 12^^'"25 (II)

und
1 _J

„ „ 12» / „ „ 12 (» + i) /rtT\^n e < an_x e (III)

Die positiven Zahlen an e 1/(12 n r 0,25) bilden eine monoton abnehmende Folge, die
demnach konvergiert. Die Zahlen ane 1/12n sind Glieder einer monoton zunehmenden

Folge, dabei ist aber
i _ i

i • 12 » + 0,25 i • 12 n i •lim a„ e lim a„ e lim a„ — a.

Wir setzen als bekannt voraus, daß sich auch das Produkt von J. Wallis mit
elementaren Mitteln herleiten läßt:

1/ r 2.4.6... (2 «-2) „,/ r 22«(w!)2Vtz lim -a-6-= ;„ ff • 2 K^ hm -^—'-
n_^oo3.5.7...(2n-l) n^oo(2n)Ij/n

Setzt man hierin
in +

n\ ^- an e~~n n 2,
so folgt

V - V 22nq2^2n + lg-2n ^2 ^ ^

Für die Glieder der beiden monotonen Folgen gilt somit

_1_ 1__
ane~ 12n <a V2n<ane 12w + °,25
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oder ]/2nnnne 12n + 0'2b < n\<]/2 n n nn e
"+12n (IV)

_i_ i
oder auch Pne ™» + *» < wl< pn e i2»#

Uspensky1) leitet mit Hilfe der Eulerschen Summenformel die nach unten weniger
gute Schranke Pne1^12n + ^ ab.

Die gefundene Abschätzung verwenden wir, um Schranken für die Binomial-
koeffizienten zu erhalten. Nach (IV) gilt

1

«! ]/2 71 nnne i2* + o,25

W Ä! (tt-Ä)! ^
|/2 tt £ £& £

' vzk ]/2 n (n - k) (n - k)
u

1 1

k
p. lik \/9.ir.(*L-k\ (*>.-h\n-ke I2{n~k)

1

1/ _? (n\k { Jl \W_Ä 12n + 0,25 12 Ä 12 (n - fc)

|/ 2 wä(w-ä) U; \«-ä j

und entsprechend

/
x

_
1

_
*

/W\ <? \- -- (~\k (- n Y~k 12W 12Ä + 0>25 12(n-ÄH0,23
V*/ ^ |/ 2jiä(w-ä) \k) \n-k) 6

Setzen wir

e(*'*) ]/-2»Ä(-n-AJ ©*(«-*)""*'
so erhalten wir die Abschätzung eines Binomialkoeffizienten

111Ö(«,i)e12" + eÄ rn 12("-Ä) <(£), (V)

1 J_ _
1

(j) < Q(n, k)e"2n 12 *+ °'25 " la (M " *H °'25

Beispiele:

i i
1. P2 * 2^25 - 1,99979 < 2! < P2 e24 2,00065.

i i
2. P10 e

12°725 3628747,18 < 10! < P10 e
120 - 3628810,05.

i i
3- ^ioo * 12°°i5 9,3326 1995 • 10157 < 100! < P100 e 1200 - 9,3326 216 • 10157.

i_i_i 1_i„14. 0(6, 2) e72'25 24 48 14,9939 < Q < 0(6, 2) £72 24;25 48'25 -= 15,0027.

*) J. V. Uspensky, Introduction to Mathematicai Probabihty (McGraw-Hill, New York 1937), S. 352.
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1 l 1

5 0(8000 3500) £%0()0 ' 4~00ü o400ü 9,5330 0107 169 102378 < fjj°™),iii(3500) < 0(8000 3500) e960()0 4200°25 o400°25 - 9,5330 0107 412 102378

Hieraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeit daß beim 8000mahgen Werfen einer
Münze gerade Schrift 3500 mal erscheint

5 4861 0771 05 10 30 < w < 5,4861 0771 19 10 30

Diese Beispiele zeigen, daß die Annäherung schon bei kleinem n ausgezeichnet ist,
so daß die Schranken wohl meist genügen werden P Buchner, Basel

Construction du cercle osculateur en un point
quelconque d'une quartique bicirculaire

Considerons une courbe anallagmatique generale Z On sait qu'elle est l'enveloppe
d'un cercle C qui vane en restant orthogonal a un cercle fixeD, appele cercle directeur,
tandis que son centre decrit une courbe fixe d, appelee deferente

Connaissant D et un pomt Ox de d, on peut evidemment construire le cercle C de

centre 0lf que nous appellerons Clt et il est de plus aise de trouver ses points de

contact avec Z
Soit, en effet, C2un cercle C voisin de Clt 02 son centre Soient M' et iV'les points

communs ä C± et C2 Ces cercles etant orthogonaux ä D, leur axe radical M'N' passe
par le centre Or de D il est, en outre, perpendiculaire ä la ligne des centres Ox02
D'apres la theorie des enveloppes, si Ton fait tendre 02 vers 0lf les points M' et N'
tendent vers les points oü C touche son enveloppe, points que nous appellerons M
et N La droite Ox02 ayant comme position limite la tangente t k d en 0lt on voit
qu'on obtiendra les points M et N a l'intersection du cercle C± et de la perpendiculaire

/ abaissee de 0' sur t
De plus, Cx etant tangent a la courbe Z en M et N, on connait aussi les normales

en ces points qui sont les droites OxM et OxN Sur ces normales se trouvent les
centres de courbure c et c' de Z aux points M et N Le probleme de la construction
de ces centres a la r&gle et au compas est reste jusqu'ä present irresolu On peut
cependant le resoudre aisement si Ton sait construire le cercle osculateur en tout pomt
de d. Les calculs developpes plus loin m'ont en effet amene, dans ce cas, ä la Solution
suivante

On construit le centre de courbure 0 de la deferente d au pomt 0lß on determme le

pole T de la droite f par rapport ä Clt puis le symetnque Tx de T par rapport äOx. On
eleve la perpendiculaire at en Tx, et Von mene par Ox la parallele äO'O Ces deux droites
se coupent en un point K On mene enfm par 0' la parallele g ä OK La droite g coupe
Ox, M et OxN aux centres de courbure c et c' cherches
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