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Polarentheorie der Eilinien

1 In der reellen projektiven Ebene sei eine Eilmie 0 (Oval) als Grundkurve
gegeben 0 ist eine geschlossene Kurve, die mit jeder Geraden höchstens zwei gemeinsame

Punkte hat Sie besitzt keine Wendetangenten, keine Spitzen, keine mehrfachen
Punkte und keine mehrfachen Tangenten Wir setzen voraus, daß in jedem Punkte von
0 eine Tangente existiert, die sich bei stetigem Durchlaufen der Punkte von 0 stetig
andere Dabei schließen wir Wmkelecken und Strecken als Bestandteile von 0 aus

Ist 0 em Kegelschnitt, so bestimmt dieser die bekannte Polantatsbeziehung
Umgekehrt ist durch eine Polarität in der Ebene em Kegelschnitt bestimmt Soweit ich
mich in der ausgedehnten Literatur über Eilmien umgesehen habe, wurde das

folgende naheliegende Problem bisher nicht in Angriff genommen Wie laßt sich fur
ein beliebiges Oval, das den genannten Bedingungen genügt, eine Beziehung Pol-Polare
erklaren? (Da hier nicht vorausgesetzt wird, daß 0 algebraisch ist, können wir nicht
an die fur algebraische Kurven erklarte allgemeine Polarentheone anknüpfen

Im folgenden bringen wir kurz einige Ergebnisse aus der Beschäftigung mit diesem
Problem Man stoßt auf interessante higuren, die in em bisher nicht beachtetes
Gebiet der anschaulichen Geometrie fuhren

2 Das Oval 0 zerlegt als Punktgebilde die Ebene als Punktfeld in zwei Gebiete,
das innere und das äußere Punktgebiet von 0 Als Strahlengebüde (Gesamtheit der
Tangenten) gliedert 0 die Ebene als Strahlenfeld m zwei Strahlenbereiche der innere
Strahlenbereich besteht aus den Geraden, die 0 nicht treffen, der äußere Strahlenbereich

wird durch die 0 schneidenden Geraden gebildet Em innerer Punkt hat
mit dem Strahlengebüde 0 keine Gerade gemeinsam, eine innere Gerade hat mit
dem Punktgebüde 0 keinen Punkt gemeinsam

3 Das Oval 0 gibt zunächst zu den folgenden einfachen Konstruktionen Anlaß

A Ist P em beliebiger innerer Punkt, so kann man jede Gerade durch P mit 0 als

Punktgebüde schneiden, in den Schnittpunkten die Tangenten legen und deren
Schnittpunkt bestimmen Man erhalt so die zu P gehörende Punktreihe l(P)

B. Ist p eine beliebige innere Gerade, so kann man jeden Punkt von p mit 0 als

Strahlengebüde verbinden, in den Verbindungsgeraden die Berührungspunkte
aufsuchen und deren Verbindungsgerade bestimmen Man erhalt so das zu p gehörende
Strahlenbuschel L(p).



2 II ocher Ernst Polirentheorie der Eihmen

Ist 0 em Kegelschnitt, so stellt l(P) eine Gerade, L(p) einen Punkt dar Die
Zeichnungen1) 1 bis 5 zeigen die Verhaltnisse fur symmetrisch gewählte Ovale In den
Figuren 1, 2 und 5 wurden zu verschiedenen inneren Punkten die Kurven l(P)
gezeichnet Figur 3 zeigt im Punktmnern die Hullkurven von drei Buschein L(p),
die unterste Kurve entspricht der unendhehfernen Geraden, die mittlere der obersten
Geraden in der Zeichnung In Figur 4 entspricht die mittlere Hullkurve der horizontalen

Geraden, sie ist dreispitzig, dreht man die Gerade in zwei andere Lagen, so

ergibt sich im vorliegenden Fall eine fünf- bzw siebenspitzige Form

4 Ist P em Punkt des Punktgebüdes 0, so liefert die sinngemäß angewendete
Konstruktion 3A als zugehörige /-Kurve eine gerade Punktreihe, namhch die
Tangente in P Ist p eine Gerade des Strahlengebildes 0, so liefert 3B em zentrisches
Strahlenbuschel mit dem Berührungspunkt von p als Mittelpunkt

5 Die /(P)-Kurven und L(^>)-Buschel — wobei wir hier P und p als innere Elemente
von 0 voraussetzen — besitzen eine Reihe von Eigenschaften, die unabhängig von der
besonderen Wahl des Ovals smd Da sie fur l und L dual smd, genügt die Formulierung
fur die /-Kurven Zum Beispiel
a) Jede /-Kurve verlauft ganz im äußeren Punktgebiet
b) Jede /-Kurve ist eine einteilige geschlossene Kurve
c) Mit jeder Tangente von 0 und mit jeder äußeren Geraden von 0 hat jede /-Kurve

genau einen Punkt gemeinsam
d) Jede /-Kurve ist von ungerader Ordnung2)
e) Eine /-Kurve hat keine Spitzen und keine Doppelpunkte
f) Durch zwei Punkte auf einer inneren Geraden ist genau eine / Kurve bestimmt
g) Zwei /-Kurven haben einen und nur einen gemeinsamen Punkt
h) Bedeuten 2 w -f 3 und d die Anzahlen der Wendetangenten und der Doppeltan

genten, so smd w und d beide gerade oder beide ungerade
Die Beweise smd, außer fur h, einfach

6 Das wesentliche Problem besteht dann, wie sich die Konstruktionen 3A und
3B sinnvoll auf äußere Punkte und äußere Geraden von 0 verallgemeinern lassen

A Es sei P em äußerer Punkt Zunächst betrachten wir die äußeren (also 0
treffenden) Geraden durch P, legen in den Schnittpunkten einer solchen Geraden mit
0 die Tangenten an 0 und bestimmen deren Schnittpunkt Hierdurch erhalten wir
einen Bogen /'(P), dessen Endpunkte die Berührungspunkte der Tangenten von P
an 0 smd Ist nun x eine innere Gerade durch P, so bestimme man den gemeinsamen
Punkt X von x mit /'(P) Daß em und nur ein solcher Punkt existiert, ist unschwer
einzusehen Zu x gehört nach 3B em Büschel L(x) Dieses besitzt nach Konstruktion
genau einen Strahl y, der durch P geht Dessen Berührungspunkt Y mit der Hull-

x) Ich danke an dieser Stelle meinen beiden Zeichnern, Herrn P Bornhauser und Herrn E Grimm,
fur die schone Arbeit, die viele Versuche erforderte Da es sich um allgemeine Ovale handelt, ist eine
strenge Tangentenkonstruktion nicht möglich Aus diesem Grunde bedingen sich zeichnerisch das Oval
und die Kurven l(P) bzw Büschel L(p) gegenseitig Eine geringe Änderung von 0 - praktisch also schon
die verschiedene Auffassung der mit einer Strichstarke behafteten gezeichneten Eilmie - kann starke
Veränderungen von l(P) bzw L(p) zur Folge haben Dies macht die ganz elementaren Konstruktionen
(insbesondere der Büschel L) zu einer interessanten zeichnerischen Betätigung

2) Begriff «Ordnung» hier allgemein (nicht algebraisch) gefaßt maximale Zahl der (reellen) Punkte, die
/ mit einer Geraden gemeinsam hat
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4 LI ocher Ernst Polaren theorie der Eihmen

kurve L(x) ordnen wir dem inneren Strahl x von P zu Hierdurch erhalten wir einen
Bogen l"(P), der den Bogen l'(P) zu einer geschlossenen Kurve l(P) ergänzt Figur 6

zeigt l(P) fur vier äußere Punkte

B Die duale Konstruktion fur eine äußere Gerade p verlauft folgendermaßen
Zunächst betrachten wir die äußeren Punkte auf p, ziehen von jedem die Tangenten
an 0, bestimmen die beiden Berührungspunkte und ziehen deren Verbmdungs
gerade Hierdurch erhalten wir em nichtgeschlossenes Büschel L'(p), dessen End
strahlen die Tangenten in den Schnittpunkten von p mit 0 smd Ist X nun em
innerer Punkt auf p, so bestimme man den gemeinsamen Strahl x von X mit L'(p)
Zu X gehört nach 3A eine Kurve l(X) Diese besitzt nach Konstruktion genau einen
Punkt Y", der auf p hegt Dessen Tangente y an l(X) ordnen wir dem inneren Punkt A
von p zu Hierdurch erhalten wir em offenes Büschel L"(p), welches das offene Büschel
L'(p) zu einem geschlossenen Büschel L(p) ergänzt Figur 7 zeigt die Hullkurve von
L(p) fur zwei äußere Geraden, Figur 8 und lugur 3 fur je eine äußere Gerade

Es stellt sich die Frage, ob die Bogen /'(P) und l"(P) [bzw die Büschel L'(p) und
L' (p)] sich bezuglich ihrer Tangenten (bzw bezuglich ihrer Grenzpunkte) stetig
zusammenschließen Daß dies der Fall ist, laßt sich unschwer einsehen fur Ovale
die in jedem ihrer Elemente einen Schmiegkegelschnitt besitzen eine übrigens
fur die hier in Betracht kommenden Zusammenhange fast selbstverständliche
Voraussetzung

B sei einer der beiden Punkte, die /(P) mit 0 gemeinsam hat, sofern P em äußerer
Punkt ist BP b ist die Tangente in B an 0 Wir nehmen in der Umgebung von B
einen Punkt X von l'(P) an, u, v seien die Tangenten von X an 0, deren Beruhrungs
punkte U, V nach Konstruktion mit P in einer Geraden liegen Jetzt betrachte man
den durch B,U,V,u,v bestimmten Kegelschnitt Ruckt X auf l'(P) gegen B, dreht
sich somit y um P gegen b, so nähert sich der Kegelschnitt (B, U, V, u, v) unbegrenzt
dem zu B gehörenden Schmiegkegelschnitt s(B), und XB wird zur Polaren von P
bezüglich s(B) Diese Gerade stellt also die langente von l'(P) im Endpunkt B dar
Ähnlich ergibt sich, daß diese Gerade auch Tangente im Endpunkt B des Bogens
/"(P) ist

7 Durch die erläuterten Konstruktionen ist jedem Punkte P der Ebene eine
Kurve l(P), jeder Geraden p der Ebene em Büschel L(p) eindeutig und stetig
zugeordnet

Die Tangenten von l(P) nenne ich die Polaren von P bezüglich des Ovals 0, die
Punkte der Hullkurve von L(p) die Pole von p bezuglich 0 Hauptsatz

Die Polaren eines Punktes P umhüllen die Kurve l(P), und P ist gemeinsamer Pol
aller dieser Geraden, die Pole einer Geraden p werden von L(p) umhüllt, und p ist gemeinsame

Polare aller dieser Punkte
Im Hinblick auf den Umstand, daß das Oval 0 nicht algebraisch zu sein braucht,

ist es verständlich, daß em Punkt unbegrenzt viele Polaren besitzt Überraschend
bleibt, daß sich trotz der Allgemeinheit der Grundkurve eine Polarentheone ent
wickeln laßt

Es liegt nahe, wie sich unsere Begriffe auf Elflachen übertragen lassen Lerner
ergeben sich allgemeine Satze und Anwendungen der Polarentheone m der
Geometrie der Eihmen L. Locher-Ernst, Wmterthur
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L.Lochfr-Ernst: Polarentheorie der Eilmien

Fig. 8
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