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42 Aufgaben

Soll fiir eine Gerade u, = u, (also auch u, = u;) werden, so muf3 sie nach dem Hilfssatz
durch einen festen Punkt von 4,4, gehen, und da fiir S,,S,; #; = u,= 0 wird, liegt
dieser auch auf der letzten Geraden. Durch den gleichen Punkt geht aber auch A4, 4;;
d. h. er ist der Schnittpunkt von zwei Gegenseiten des Sechsecks. Entsprechend fiihrt
die Bedingung u, = u; auf ein Strahlenbiischel mit dem Zentrum (4,4, A;4,), und die
Geraden mit #, = u, gehen durch (4;A4,, AgA,). Die letzte Bedingung ist aber eine Folge
des gleichzeitigen Bestehens der beiden ersten; d. h. die drei Punkte liegen auf einer
Geraden. C.BINDSCHEDLER, Kiisnacht (Ziirich).

Aufgaben

Aufgabe 58. Auf einer Kugel vom Radius R liegt ein mit der Zirkel6ffnung R um
ein bekanntes sphirisches Zentrum M gezeichneter Kreis vor. Man konstruiere auf der
Kugel (ohne Beniitzung einer Hilfsebene) mit dem Zirkel allein die Ecken eines der
Kugel eingeschriebenen reguldren Tetraeders. W. LUssy.

Losung: 1. Durch die vier Tetraederecken werden auf der Kugel vier gleichseitige und
gleichwinklige sphéirische Dreiecke bestimmt. Die Winkel der Dreiecke sind 120°. Aus
dem Kosinussatz errechnet man den Kosinus einer Seite zu —1/3 und damit die Linge

der Tetraederkante auf a =2 J/2/3 R.

2. Zieht man mit irgendeinem Punkt P des eingezeichneten Kreises als spharisches
Zentrum einen zweiten Kreis durch das sphérische Zentrum M des ersten Kreises, so
schneiden sich die beiden Kreise in zwei Punkten 4 und B. Der gegebene Kreis hat

den Radius » = (R }/3)/2. Das ihm eingeschriebene Dreieck PA B hat zwei gleiche Seiten
PA = PB = R. Fiir den eingeschlossenen Winkel 2 o gilt cos « = 1/1/3. Somit ist die

dritte Seite AB=2Rsina= 2 VE/ER = a gerade gleich der Linge der Tetraeder-
kante, womit die gesuchte Zirkel6ffnung gefunden ist. H.RucH (Bottmingen).

Eine weitere Losung sandte C. BINDSCHEDLER (Kiisnacht).

Aufgabe 61. »? (n eine natiirliche Zahl) kongruente Quadrate seien zu einem
groBeren Quadrat zusammengefiigt. Falls » ungerade ist, siecht man sofort, dafl ein
durch die #2 Quadrate hindurchgehender Weg mit folgenden Eigenschaften existiert:
1. Sein Anfangs- und Endpunkt liegen in zwei diagonal gegeniiberliegenden kleinen

Quadraten.

2. Er geht genau einmal durch das Innere jedes kleinen Quadrates.

3. Der Ubergang von einem kleinen Quadrat zum nichsten geschieht stets in einem
inneren Punkt der gemeinsamen Seite.

Man beweise, daBl kein solcher Weg existiert, falls » gerade ist. W. NEF.

Lisung: Die « Weglange» ist stets n2— 1, da der Weg in alle »? Felder fiihrt, aus-
genommen in das «Startfeld». Fiir » gerade ist also die Weglinge ungerade.

Bezeichnet man die Felder mit Doppelindizes (Zeilen/Spalten) und ist 11 das Start-
feld in der Ecke, so wird ein beliebiges Diagonalfeld durch k& festgelegt. Der «kiirzeste
Weg» zu &k umfaBBt also 2 — 1 Schritte in «horizontaler» und ebenso viele Schritte in
«vertikaler» Richtung, ist also eine gerade Zahl.

Jeder «Umweg» muf3 hin und zuriick ausgefiihrt werden, wobei Hin- und Riickweg
gleiche Linge haben. Daraus folgt: Jeder Weg von 11 zu einem Diagonalfeld ist stets
geradzahlig.

Weil es also unmdoglich ist, ein in der Diagonale liegendes Zielfeld in einer ungeraden
Anzahl von Schritten zu erreichen, ist die Behauptung bewiesen, da jeder Weg durch
11 geht.
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Auf einem richtigen Schachbrett kann kein Zielfeld erreicht werden, das gleiche
Farbe hat wie das Startfeld in der Ecke; denn auch die zweite, vierte usw. Parallele
zur Diagonale kann immer nur durch eine gerade Anzahl Schritte erreicht werden.

W. ZULLIGER (Kiisnacht).

Weitere Losungen sandten: C. BINDSCHEDLER (Kiisnacht), L. DEscLoux (Fribourg),

H.FAeaNDRICH (Bern), H. LEEMANN (Bern), E. RoTHMUND (Ziirich), P. WILKER (Bern).

Aufgabe 62. Von einer Ellipse sind die Halbachsen a und b gegeben. Man konstruiere
mit dem Zirkel allein den Kriimmungsradius im Endpunkt der groBen Achse. W.LUssy.

Lisung des Aufgabenstellers: Auf dem Hauptkreis trage man vom Endpunkt 4 der
gro8en Achse aus nach beiden Seiten die Sehne b ab. Um die beiden Endpunkte schlage
man Kreise vom Radius b. Die beiden Kreise schneiden sich in 4 und im gesuchten
Kriimmungszentrum.

Eine weitere Losung sandte H.LEEMANN (Bern).

Aufgabe 63. Die vier Ecken eines reguldren Tetraeders von der Kante a sind die
Spitzen von vier dem Tetraeder umschriebenen Drehkegeln. Man berechne das Volumen
des konvexen Kérpers, der von den vier Kegeln begrenzt ist. C.BINDSCHEDLER.

Losung: Das gemeinsame Volumen der vier Drehkegel sei /', das Tetraedervolumen 7.
Ich berechne das Verhiltnis K:7. Die Figur zeigt im oberen Teil Grund- und Aufrif3
eines reguldren Tetraeders mit Grundfliche A BC und Spitze S, des Kegels mit Spitze S

und, je zur Hilfte, der Schnitte beider mit einer Ebene normal zur Tetraederkante
(und Kegelmantellinie) SA durch deren Mitte N. Der Kegelschnitt ist eine Ellipse, und
man iiberzeugt sich leicht, daB ihr Mittelpunkt M zugleich Mitte von BC ist.

Zu jeder Tetraederkante gehort eine solche Ellipse. In ihr schneiden sich zwei Kegel,
die sich langs der zugehérigen Tetraederkante berlihren. Je drei Ellipsen treffen sich in
einem Punkte der Mittelnormalen einer Tetraederfliche, zum Beispiel in E {iber ABS
auf der Kegelmantellinie SD.
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Der ganze Korper K 148t sich somit aufteilen in zw6lf kongruente Stiicke von Kegeln.
Jedes derselben zerfdllt in zwei symmetrische Halften. Eine solche ist zum Beispiel
der Kegel oder die Pyramide im weiteren Sinne mit der Grundfliche EON, Teil der
Ellipse mit der groBen Halbachse MN und mit der Hoéhe SN. In gleicher Weise 148t
sich das Tetraeder aufteilen in 24 kongruente bzw. symmetrische Pyramiden, von denen
eine die schraffierte Grundfliche FON und die Hohe SN hat.

Das Verhiltnis K:7T ist daher gleich dem Flichenverhiltnis von EON und F ON
Die beiden Fldachen sind im unteren Teil der Figur affin transformiert, wobei die Ellipse
in ihren Hauptkreis iibergeht. Die beigeschriebenen Zahlen bedeuten Lingenverhalt-
nisse der zugehorigen Strecken. Sie sind aus den Gesetzlichkeiten der Figur leicht zu
erkennen. Ebenso die Zahlen im Aufri3.

Der untere Figurenteil ergibt nun: Doppelte Fliche von EON gleich

302 arctg— — 15,18;
doppelte Fliche von FON gleich 15,10. Daher:

3
K:T=6 arctg—4— — 1,8 & 2,06.

A.StoLL (Ziirich).
Das Resultat kann auch in der Form

2
K= & (arc sin % — j~)

V2 10

geschrieben werden, wobei fiir den Arcus sinus der Hauptwert zu nehmen ist.
Weitere Losungen gingen ein von L. KIEFFER (Luxemburg) und A. SCHWARzZ (Seuzach).

Nachtrag zu Aufgabe 56 (sieche Bd.V, Nr.1, S.18). Eine weitere Losung wurde von
JAnos SuraNyI (Budapest, Ungarn) eingesandt, in der die maximale Anzahl AL'”) der

Gebiete abgeleitet wird, in die der m-dimensionale euklidische Raum durch » m-dimen-
sionale Kugeln zerlegt wird. Es ist

m
(m) __ n—1
Al ,-zi)_gj( )

Aus der Losung von H. FAEHNDRICH (a.a.0.) ergibt sich durch Induktion:
[m/2]

A(M)ZZZ( ——Zz)

Man iiberzeugt sich leicht, dal beide Ausdriicke iibereinstimmen.

Nachtrag zu Aufgabe 57 (s. Bd.V, Nr.1, S.19). Eine weitere Losung sandte
A.BAGER (Hjerring, Dinemark).

Neue Aufgaben

79. Zwei Ebenen senkrecht zur Diagonale eines Wiirfels teilen dessen Volumen in drei
gleiche Teile. Man zeige, daB diese Ebenen die Diagonale nahezu (jedoch nicht
genau) im Verhdltnis 17:6:17 teilen. G.PoryA (Stanford, USA.).
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80. On construit sur les cétés d’un triangle 4ABC extérieurement les triangles BA'C,
CB’A et AC’B semblables a ABC. Trouver la relation entre les angles du triangle
ABC pour que les droites 44, BB” et CC’ passent par un méme point. Démontrer
que cette relation ne peut étre véritiée que quand ABC est un trianlge équilatéral.

H.BrEMEKAMP (Delft, Hollande).

87. On considére un prisme triangulaire dont la section droite est équilatérale. Montrer
qu’une section plane quelconque forme avec les faces trois angles diédres d;, d,, d,
qui satisfont a la relation

cos 0; + cos d, + cos d; = 0.
L.DEescrLoux (Fribourg).

82. Faillt man von einem Punkt P in der Ebene eines Dreiecks Lote auf die Seiten
AB, BC, CA, so entstehen die Abschnitte BA’, CB’ und AC’. Gibt es einen
Punkt P, fiir den alle drei Abschnitte gleich groB3 sind? Welche Linge hat in
diesem TFall der gleich groBle Abschnitt? R.LLAEMMEL (Ziirich).

83. Es sei
Zo=1

. Zp= 9%k (k=1,2,3,...).
Gesucht sind die sechs letzten Ziffern von Z;. (Die Zahlen Z; sind die gréBten
Zahlen, die man mit & Ziffern schreiben kann.) H.FarunDrICH (Bern).

84. Démontrer que

JT

1 .
arctg —— farcsin |/ —— = —-.
27 28 6

P.RossI1ER (Geneve).

85. Eine Kette von der Linge L ist so aufgehdangt, da3 die Fliche des Segments, das
durch die Verbindungsgerade der Aufhingepunkte und die Kettenlinie begrenzt
wird, moglichst gro8 oder moglichst klein ist. Dann besteht zwischen der Sehne s,
dem Durchhang f in der Mitte der Sehne und der Lange L die Beziehung

4
) L—s
waLl/L—-}jS.

Fiir das maximale Segment gilt mit sehr guter Anndherung (Fehler < ? %)

E.Trost (Ziirich).

Literaturiiberschau

C.F. BAESCHLIN: Lehvbuch der Geoddsie
Orell FuBli Verlag, Zirich 1948

Ein kurzer Hinweis auf das gegen 900 Seiten umfassende Werk geschieht an dieser
Stelle aus dem folgenden Grunde: Mancher Mathematiklehrer wird in seinem Unter-
richt imn Anschluf3 an die Trigonometrie sowie auch bei der konstruktiven oder analyti-
schen Behandlung der verschiedenen Kartenentwiirfe seinen Schiilern gern einige Worte
sagen von der Triangulierung auf dem Rotationsellipsoid, von der konformen Abbil-
dung eines solchen auf die Kugel, von der Bestimmung des Geoids usw. Das vorlie-
gende Werk bietet ihm eine vorziigliche Information. Die Aufgabe der Geodaésie ist die
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