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36 Kleine Mitteilungen

Kleine Mitteilungen

1. Eine Eigenschaft des schiefwinkligen Dveiecks und die darvaus folgende Eigenschaft des
vechtwinkligen Dveiecks

a) Eigenschaft des schiefwinkligen Dreiecks

1. Fall: Spitzwinkliges Dreieck (Fig.1).
Die Hohen eines spitzwinkligen Dreiecks seien A’, A", h". Verbindet man ihre FulB3-
punkte 4;, B;, C,, so entstehen vier Dreiecke 4,B,C,, AB,C,, BC,4,, CA,B,.

Fig. 1

Lehrsatz. — Verbindet man die HohenfuPBpunkte eines spitzwinkligen Drveiecks, so ist
die Summe dev Hohen des urvspriinglichen Dreiecks gleich dev Summe aus dem Durch-
messer des umgeschriebenen Kreises, dem dveifachen Radius des eingeschrviebenen Kreises
und den Radien der in den tibvigen viev Drvetecken eingeschviebenen Kreise:

W+ h"+h"=2R+3r+r+v + v 4" (I)

2. Fall: Stumpfwinkliges Dreieck (Fig. 2).
Fiir ein stumpfwinkliges Dreieck A BC, in welchem y > 90° ist, gilt die Beziehung:

WA+ +Rh"=2R+3r—v+v +9" — " (IT)

Dabei ist r; der Amnkrveisradius des HohenfuBpunktdreiecks A4,B,C,, der die Seite
A,B, (... c,) beriihrt, wiahrend 7, in (I) den Radius des in diesem Dreieck eingeschrie-
benen Kreises bezeichnet; " bezieht sich auf das Dreieck CA4,B,, das den stumpfen
Winkel y enthilt.

Den Satz fiir das spitzwinklige Dreieck entsprechend der Formel (I) habe ich frither
bewiesen?).

1y A. STREIT, Sur les hauteurs d'un triangle, Enseign. math. 25 (1926).



Beweis des 2. Falls.
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Oberve Hohenabschnitte: AH = s’, BH = s”, CH = s";
unteve Hohenabschnitte: HA, =1, HB,=1i", HC,=1".
b + h” ¥ /- (s,"i‘ s” — Sm) + (,i//l__ - ’I:”).
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Obeve Hiohenabschnitte :
4B s = 2Rcosa
, B 1 _ocosa o, P r— ap
s"=AH = sin (180 — ) fngp 2 R cosa, E=@ ... | cos f8
= —2 R cosy
s’ -+ s” —s"=2R(cosa - cos f -{- cos y),
cosa - cos f -+ cosy = 4sin -; sin g sin )2) + 1,
L ﬂ Y F
sm—2~s1n 3 sin -, 4R
Somit:
r+ R
cosa 4- cos f§ 4 cosy = —R
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In (2) eingesetzt:

s+ 8" —s"=2(r+ R). (2%
Unteve Hohenabschnitte :
] " =s"cos (180 — y) = —2 R cos fcosy
1" = — 2R cosua cosy
l 1" = 2R cosacosf
1" — 1" — 1" = 2R (cos acos f - cos fcosy + cosy cosa). (6)

(5) quadriert:
72+ 27 R + R?

cos?a + cos? f§ + cos?y + 2 (cosa cos f -+ cos fcosy + COsy cos a) = Joo . (7
Kosinusbeziehung:
cos?a + cos? ff + cos?y + 2 cosacos fcosy = 1. (8)
"
Aber COSa Cos fcosy = — TR (9)
denn: y1=1"sin (90 — a) = — 2 R cosa cos f cos y.
. R+ 7{
In (8) eingesetzt: cos?a + cos? f + cos?y = - (8%)

In (7) eingesetzt:

>+ 2vR — ¥R
2 (cosa cos f§ + cos B cosy + cosy cosa) = R2 £ (7%

In (6) eingesetzt:
m sy Y+ 27vR-¥R , 72 ,
"= =1 = 'RAJW:’“”H"(’?LR“)' (6")

Der Klammerausdruck laBt sich durch die Radien #’, #”, #” der in den Dreiecken
AB,C,, BC,A,, CA,B, eingeschriebenen Kreise ausdriicken:

NAABCi~NABC, v':v=AB;:c=cosua.

l ¥ = vcosa
Entsprechend ist v" = vcosf
l v" = —vcosy
und v 4+ v" —¢" = r(cosa 4 cos ff 4 cosy)
y2
oder, nach (5): v v — "= (1’ + ’R“) . (10)
In (6’) eingesetzt: "= ===+ — " (6”)

Den Beziehungen (2’) und (6”) zufolge geht die Gleichung (1) iiber in:

W+ h"+h"=2R+3v—v{+v +v" —7r" (IT)

b) Eigenschaft des vechtwinkligen Drveiecks
Es sei a = 90° (Fig. 3); dann ist:

W =c, h"=b, =0, ¥=0, 2R=a,
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In (I) eingesetzt:
W +btc=a+3r+v +7v",

oder h-b-tc=a {-2v 47+ ",

Aber b-+c=a- 2v (Beweis unten).

Somit: =v+ 74" (IIT)
d. h.:

Lehvsatz. — Die Hohe eines vechtwinkligen Drveiecks ist gleich dev Summe dev Radien
der in den drver Dreiecken eingeschrviebenen Kreise.

A

a

Fig. 3

Divekter Beweis
1. Verfahven.
Fiir ein beliebiges Dreieck gilt:
atbie

o ..
r:(s—a)tgv-—i, fir «a=90°: v=s5—a=- 5 ,

b+c=a-l2v,

d. h.: Die Summe der Katheten ist gleich dev Summe aus dev Hypotenuse und dewm
Duvchmesser des eingeschrviebenen Kreises.
Auf die drei Dreiecke angewandt:

NABC: b rc=a- 2v,

AABA;: h+a' =c+ 27,

NACA;: h+a"=bt 27",
Addiert und vereinfacht:

) = ¥ y” - ",

2. Vevfahven.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke:

¥ ¢ ” __ ¢
A ABA,~ A ABC: . = Vi=v
v b " b
NACA,~ N\ ABC: , = a0 r=v
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Addiert:

a+b+c 2sv7v
v w{» ,’,// _{_ ’,m: by - == A v - yﬂr{ I/W . . h,
a a a

h=v+4+9v" ",

A. STrREIT, Bern.

II. Une propriété caractévistique des nombres premiers

On connait quelques propriétés des nombres premiers qui leur sont caractéristiques.
Par exemple la suivante: tout nombre premier est d’une seule maniére la différence de
deux carrés.

Dans ce qui suit, je présente une propriété des nombres premiers qui est aussi caracté-
ristique.

Considérons un nombre non-premier #. Il a au moins deux facteurs différents de un.
On a donc

n=(l+a) (1) =1+a+tf+ap
c’est-a-dire on peut toujours trouver quatre entiers positifs a, b, ¢, d de sorte que

n=a+b+c+d (1)
et
ad=>bec. (2)

Cette veprésentation est impossible pour un nombre premier p.
En effet, de (1) et (2) on déduit

bp=abibiiad-bd=(a+b)(b- d).

Les deux facteurs du second membre ne sont pas divisible par p, car b +d < p et
a + b< p, tandis que le premier membre est un multiple de p.
D. PompEIU (Bucarest, Roumanie).

II1. Elementar-planimetrischey Beweis des Satzes von Byianchon und seine Dualisierung

Der folgende Beweis des Satzes von BRIANCHON ist eine planimetrische Umdeutung
eines bekannten stereometrischen Beweises, der auf DANDELIN zuriickgeht. (In einem
raumlichen Sechseck, dessen Seiten einem einschaligen Rotationshyperboloid ange-
horen, gehen die drei Hauptdiagonalen durch den gemeinsamen Punkt der drei Ebenen,
die durch je zwei Gegenseiten bestimmt sind. Die Normalprojektion auf die Ebene des
Kehlkreises liefert den Satz fiir das Tangentensechseck.)

Es sei s,, die Beriihrungssehne fiir das Tangentenpaar #,, #,. Analoge Bedeutung
haben s,; und s;4. Projiziert man einen beliebigen Punkt P der Ebene in der Richtung
s14 auf ¢; (oder ¢,), so werde der Abstand dieser Projektion vom Beriihrungspunkt der
Tangente mit x, (bzw. x,= x;) bezeichnet (Fig.1). Entsprechende Bedeutung haben
die Benennungen x,= x5, ¥;= x;. Eine bestimmte Orientierung des Kreises induziert
auch eine Orientierung der Tangenten ¢,. Wir rechnen x; fiir ungerades ¢ positiv im
Sinn der orientierten Geraden ¢,, fiir gerades « dagegen im Gegensinn von ¢,.

Man erkennt nun sofort, da8 der geometrische Ort des Punktes P, fiir den x, = #,
(also auch x,= x;) gilt, eine Gerade ist, die durch die drei Schnittpunkte (¢, £,), (S14, Sa5),
(t4, %) geht, d. h. eine Hauptdiagonale des Tangentensechsecks. Entsprechendes gilt fiir
die Orter x,= x; und »;= ,. Da die letzte Gleichung eine Folge der beiden andern ist,
gehen die drei Diagonalen durch einen Punkt. (In dem eingangs erwdhnten stereome-
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trischen Beweis entsprechen den x,, x,, #,, abgesehen von einem gemeinsamen konstan-
ten Faktor, die Koten dreier Deckpunkte mit der gemeinsamen Projektion P, die in
den dort erwdhnten Ebenen mit den Spuren s;,, s,5 und s;, liegen.)

Obwohl fiir den Pascalschen Satz, im Gegensatz zu dem von BRIANCHON, reichlich
viele elementare Beweise bekannt sind, mag es nicht ohne Reiz sein, den dualen Satz
mit den gleichen elementarsten Mitteln auch auf dualem Wege zu beweisen. Allerdings
wird dabei die Einfachheit anderer Beweise, etwa desjenigen von PETERSEN!), nicht
erreicht. Dagegen erweist sich der in dieser dualen Weise erhaltene Beweis als nahe

N A

Sia

Fig. 1 Fig. 2

verwandt mit demjenigen, bei welchem sich die Pascalsche Gerade als eine Ahnlich-
keitsachse der drei Kreise ergibt, die den Umkreis des Sechsecks in je zwei gegeniiber-
liegenden Ecken orthogonal schneiden (DURRANDE).

Vorausgeschickt sei der folgende Hilfssatz: Schneiden sich zwei Gerade a,, a, auf der
Symmetrieachse a des Punktpaares 4;A4, und verbindet man einen veranderlichen
Punkt V jener Symmetrieachse mit 4; und 4,, dann dreht sich die Verbindungsgerade p
der beiden Schnittpunkte D, = (VA,, a;) und D,= (VA,, a,) um einen festen Punkt P
der Geraden 4,4, (Fig. 2).

Beweis: Die Senkrechte zu A;4, in 4; moge a; in B; und p in C, schneiden. Dann
folgt der Hilfssatz aus der perspektiven Lage der Dreiecke 4;B,D, und 4,B,D,. Will
man fiir den Nachweis derselben den Desarguesschen Satz nicht beniitzen (homologe
Seiten schneiden sich auf a), so ergibt er sich auch aus der folgenden Proportion, in
welcher £ den Schnittpunkt (a, ) bedeutet:

A1B, _ VO _ 4,8,

p = C,C, geht also durch den festen Schnittpunkt von 4,4, mit B, B,.

Es sei nun das Sechseck 4, ... 4, einem Kreis vom Mittelpunkt O einbeschrieben.
Die Tangenten in 4, und 4, mogen sich in S;, schneiden. Analoge Bedeutungen haben
Sy5 und S,4. Schneidet man eine beliebige Gerade p der Ebene mit S5;,0 in U,, so
schlieBen die Geraden U,;A4,; und U, A4, mit den Tangenten in 4; und A4, die gleichen
Winkel #, = u, ein. Entsprechende Bedeutungen haben die Benennungen wu,= u,
ug=ug. Die Winkel u, sollen von den Tangcnten aus gemessen bei ungeradem ¢ in
einem bestimmten Drehsinn positiv gerechnet werden, bei geradem ¢ im Gegensinn
dazu. Sie sind so modulo n eindeutig bestimmt.

1) Vgl. W.Lussy, Die Sdtze von Puscal und Brianchon., El. Math. 2, H.3, 49 (1947). - H.FLUKIGER,
Darstellende Geometrie (Orell FiiBli Verlag, Zirich 1943), S. 157.
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Soll fiir eine Gerade u, = u, (also auch u, = u;) werden, so muf3 sie nach dem Hilfssatz
durch einen festen Punkt von 4,4, gehen, und da fiir S,,S,; #; = u,= 0 wird, liegt
dieser auch auf der letzten Geraden. Durch den gleichen Punkt geht aber auch A4, 4;;
d. h. er ist der Schnittpunkt von zwei Gegenseiten des Sechsecks. Entsprechend fiihrt
die Bedingung u, = u; auf ein Strahlenbiischel mit dem Zentrum (4,4, A;4,), und die
Geraden mit #, = u, gehen durch (4;A4,, AgA,). Die letzte Bedingung ist aber eine Folge
des gleichzeitigen Bestehens der beiden ersten; d. h. die drei Punkte liegen auf einer
Geraden. C.BINDSCHEDLER, Kiisnacht (Ziirich).

Aufgaben

Aufgabe 58. Auf einer Kugel vom Radius R liegt ein mit der Zirkel6ffnung R um
ein bekanntes sphirisches Zentrum M gezeichneter Kreis vor. Man konstruiere auf der
Kugel (ohne Beniitzung einer Hilfsebene) mit dem Zirkel allein die Ecken eines der
Kugel eingeschriebenen reguldren Tetraeders. W. LUssy.

Losung: 1. Durch die vier Tetraederecken werden auf der Kugel vier gleichseitige und
gleichwinklige sphéirische Dreiecke bestimmt. Die Winkel der Dreiecke sind 120°. Aus
dem Kosinussatz errechnet man den Kosinus einer Seite zu —1/3 und damit die Linge

der Tetraederkante auf a =2 J/2/3 R.

2. Zieht man mit irgendeinem Punkt P des eingezeichneten Kreises als spharisches
Zentrum einen zweiten Kreis durch das sphérische Zentrum M des ersten Kreises, so
schneiden sich die beiden Kreise in zwei Punkten 4 und B. Der gegebene Kreis hat

den Radius » = (R }/3)/2. Das ihm eingeschriebene Dreieck PA B hat zwei gleiche Seiten
PA = PB = R. Fiir den eingeschlossenen Winkel 2 o gilt cos « = 1/1/3. Somit ist die

dritte Seite AB=2Rsina= 2 VE/ER = a gerade gleich der Linge der Tetraeder-
kante, womit die gesuchte Zirkel6ffnung gefunden ist. H.RucH (Bottmingen).

Eine weitere Losung sandte C. BINDSCHEDLER (Kiisnacht).

Aufgabe 61. »? (n eine natiirliche Zahl) kongruente Quadrate seien zu einem
groBeren Quadrat zusammengefiigt. Falls » ungerade ist, siecht man sofort, dafl ein
durch die #2 Quadrate hindurchgehender Weg mit folgenden Eigenschaften existiert:
1. Sein Anfangs- und Endpunkt liegen in zwei diagonal gegeniiberliegenden kleinen

Quadraten.

2. Er geht genau einmal durch das Innere jedes kleinen Quadrates.

3. Der Ubergang von einem kleinen Quadrat zum nichsten geschieht stets in einem
inneren Punkt der gemeinsamen Seite.

Man beweise, daBl kein solcher Weg existiert, falls » gerade ist. W. NEF.

Lisung: Die « Weglange» ist stets n2— 1, da der Weg in alle »? Felder fiihrt, aus-
genommen in das «Startfeld». Fiir » gerade ist also die Weglinge ungerade.

Bezeichnet man die Felder mit Doppelindizes (Zeilen/Spalten) und ist 11 das Start-
feld in der Ecke, so wird ein beliebiges Diagonalfeld durch k& festgelegt. Der «kiirzeste
Weg» zu &k umfaBBt also 2 — 1 Schritte in «horizontaler» und ebenso viele Schritte in
«vertikaler» Richtung, ist also eine gerade Zahl.

Jeder «Umweg» muf3 hin und zuriick ausgefiihrt werden, wobei Hin- und Riickweg
gleiche Linge haben. Daraus folgt: Jeder Weg von 11 zu einem Diagonalfeld ist stets
geradzahlig.

Weil es also unmdoglich ist, ein in der Diagonale liegendes Zielfeld in einer ungeraden
Anzahl von Schritten zu erreichen, ist die Behauptung bewiesen, da jeder Weg durch
11 geht.
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