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Uber das Extrapolationsverfahren
von Adams zur angeniherten Lésung gewohnlicher
Difterentialgleichungen

In einem ersten Aufsatz, der in dieser Zeitschrift erschienen ist!), wurde das Itera-
tionsverfahren von PICARD-LINDELOF behandelt und dabei bereits erwidhnt, daB sich
seit etwa zwei Jahrzehnten eine gewisse Weiterbildung dieses letzteren, nimlich das
im Titel genannte Verfahren?), immer mehr eingebiirgert hat und heute als die wich-
tigste und praktischste Methode zur numerischen Integration gewdhnlicher Differen-
tialgleichungen gilt. Der Grundgedanke und die graphische Form des Extrapolations-
verfahrens wurden in dem genannten Artikel, den wir hier als bekannt voraussetzen,
ebenfalls dargelegt. Ihrer enormen praktischen Bedeutung wegen (speziell auch fiir
Zwecke der Industrie) soll nun im vorliegenden Aufsatz weiterhin noch die analy-
tische Form behandelt werden.

Einleitend sei bemerkt, daB sich die Genauigkeit des Extrapolationsverfahrens
ohne grole Miihe beliebig weit steigern 14Bt. Auch ist es leicht mdglich, eine Ab-
schiatzung fiir den entstehenden Fehler anzugeben, so daB man damit die Ldsung
einer Differentialgleichung vollstindig beherrscht. Das Verfahren macht sich in sehr
eleganter Weise die Elemente der Interpolations- und Differenzenrechnung zu-
nutzed). Es 148t sich auf alle gewohnlichen Differentialgleichungen und auf alle
Systeme von solchen anwenden. Der Lisungsgang soll jedoch zunichst fiir den Fall
der Gleichungen erster Ordnung dargelegt werden.

Es sei eine solche Gleichung in der Form

y' = [(x,) (1)

gegeben, und die Losung y(x) sei dadurch bestimmt, daB sie fiir x - x, den Wert
y = y, annehmen soll. Wie im ersten Aufsatz entwickelt wurde, konvergiert dann die
ausgehend von einer ersten Ndherungslésung y, (x) gebildete Funktionenfolge

Val®) = Yo+ [ 1%, Yuy) dx (2)

a4

1) Marrtaieu, Uber das Iterationsverfahren von Picard-Lindelof zur angendherten Losung gewohnlicher
Differentialgleichungen, EL Math. 4, Nr. 2, 34 (1949).

%) Vgl. dazu KaMke, Differentialgleichungen, 2. Aufl. (Leipzig 1943), Teil A, § 8. Daselbst ist auch
weitere Literatur angegeben.

%) Vgl. dazu z. B. Runce und KoN1G, Numerisches Rechnen (Berlin 1924), Kap. 4.



26 P.MattHIEU: Uber das Extrapolationsverfahren von Adams

unter sehr allgemeinen Stetigkeitsvoraussetzungen gegen die wirkliche Losung y(x).
Die Konvergenz ist dabei um so besser, je kleiner erstens das in Betracht gezogene
Intervall ist, und je besser zweitens in diesem die Ausgangskurve y,(x) gewdhlt wurde.
Die konsequente Beriicksichtigung dieser beiden Gesichtspunkte stellt den eigentli-
chen Grundgedanken des Extrapolationsverfahrens dar, wie dies bereits frither dar-
gelegt wurde. Man erfiillt dabei die beiden Bedingungen so gut, daB man in der Folge (2)
mit einer Iteration auskommt, also zur Ndherungsfunktion y,(x) nur eine einzige
Verbesserung y,(x) bilden muB.

Zur systematischen Durchfithrung dieser Prinzipien teilt man zuerst das Intervall,
in dem (1) integriert werden soll, ausgehend von x = x, in eine Anzahl gleicher Teil-
intervalle der Breite h. Die Begrenzungspunkte dieser Intervalle seien durch
X9, %1, X3, X3, .. (¥n — X,_1 = h) bezeichnet. Dann bestimmt man fiir eine mit x, be-
ginnende Folge dieser Punkte, z. B. fiir die vier ersten Werte x,, %,, %,, %3, auf irgend-
eine Weise eine moglichst gute Naherungslosung y*(x). Das soll sehr genau geschehen.
Diese Funktionswerte seien durch y¥ bezeichnet, die zugehdrigen Werte von f(x, y)
durch f* = f(x,, y¥) (v=0,1, 2, 3), wobei natiirlich y§ = v, ist. Zur Durchfithrung
dieses vorbereitenden Schrittes gibt es verschiedene Methoden, die weiter unten
behandelt werden. Dann stellt man fiir die vier Werte f§, f¥, /¥, /¥ das Interpolations-
polynom F;(x) auf, indem man das Differenzenschema

Af
x oyt N A%,
i &,
oW v Aty — 3
afy — &,
X3 SZA ¢4 - A%f,
Afy

benutzt (zunidchst nur oberhalb der Treppenlinie zu betrachten; bei den Differenzen

sind ferner der Einfachheit wegen die Sterne weggelassen). Am besten eignet sich zur

Bildung von Fy(x) die Newtonsche Interpolationsformel fiiraufsteigende Differenzen?):
Af A% A3

Fy(x) = 1% ‘1‘!“3‘ Ug + _2_'i ug(ug + 1) + —3!3* ug (g + 1) (ug+ 2) (4)

mit Uy = =2 (5)

Dieses Polynom wird nun fiir das nichste Intervall x; < x < x, als Ausgangskurve
genommen und daraus gemal

vt =yt + [ Fyl) dx )

1) Vgl. die in Note 3, S.25, gemachte Literaturangabe.
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der Wert y¥ als ndchster Funktionswert der Kurve y*(x) bestimmt. Wenn man (4)
und (5) in (6) einsetzt, erhdlt man

1
i i b
v vE+ h'/ [f:”.k + 1{3' U + - 2"!(3‘ ug (ug+ 1) + ‘g{i g (ug+ 1) (ug+ 2)] dtg
0
(7)
— y¥* L Bf. - L Af. - T 3 s
‘—‘y3+ .31—2 f3‘ 12Af2+8Af3)

Damit kennt man den weiteren Naherungswert y¥, kann mit diesem den zugehérigen
Wert f§ = f(x,4, y¥) berechnen und damit das Differenzenschema (3) durch die unter-
halb der Treppenlinie befindlichen GréBen erweitern. Das ist der erste Extrapola-
tionsschritt. Ganz entsprechend kann man nun, ausgehend von den vier Abszissen
Xy, Xg, X3, %4, €ine weitere Extrapolation durchfiihren, nachher in gleicher Weise
weiterfahren und damit die Kurve y*(x) nach Belieben fortsetzen, wobei bei jedem
Schritt auch das Differenzenschema um eine Reihe von GréBen erweitert wird. Statt,
wie es bis jetzt geschehen ist, vier Wertepaare zur Aufstellung der Interpolations-
polynome zu benutzen, kann man ebensogut eine gréBere Anzahl verwenden, wodurch
die Rechnung beliebig genau gemacht werden kann. Fiir sieben Wertepaare erhilt
man z.B. die (7) entsprechende allgemeine Formel

251

1 - 5 - . Q. =
b=Vt b (fat 5 A, Bt 5 Bhat 5 A4,
95 = 19087 -
T 288 Afy + 60480 Asf”)’ n=6 (®

nach der alle Extrapolationen vorgenommen werden koénnen. Mit dieser Formel
wird man praktisch immer auskommen, da ja eine VergréBerung der Genauigkeit
stets auch durch Verkleinerung der Intervallinge 4 erreicht werden kann. In den
meisten Fillen wird man sogar in (8) die Differenzen von einer gewissen Ordnung an
vernachlissigen konnen, wobei # wieder entsprechend kleinere Werte annehmen
kann. Dadurch ergeben sich einfachere und kiirzere Extrapolationsformeln. Sehr
bequem ist es z. B., die Differenzen bis zur dritten Ordnung zu beriicksichtigen,
wodurch man auf (7) bzw. auf die entsprechende Formel mit allgemeinem Index
zuriickkommt.

Noch bequemere Formeln erhilt man nach NysTROMY), wenn man zunichst wieder
die erste Extrapolation unter Verwendung von vier Wertepaaren an Stelle von (6)
gemal der Formel

vt = yi+ [ F#) dx (9)

vornimmt, also vom zweitletzten bekannten Wert ausgeht und die Integration iiber
zwei Teilintervalle erstreckt. Setzt man hier fiir F;(x) wieder den Ausdruck (4) ein,
so erhidlt man eine (7) entsprechende Formel, die jedoch deshalb noch wesentlich
einfacher wird, weil das Integral jetzt zwischen den Grenzen —1und + 1 zu erstrecken
ist, was zur Folge hat, daB sich bei der Integration viele Terme aufheben. Man erkennt

1} Vgl. die in Note 2, S.25, erwihnten Literaturangaben.
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leicht, daB im Integral alle Potenzen von #; mit ungeradem Exponenten weggelassen
werden konnen. Genau wie frither kénnen an diesen ersten Extrapolationsschritt
beliebige weitere angeschlossen werden, und es kénnen auch hier wieder mehr Werte-
paare zur Aufstellung der Interpolationspolynome herangezogen werden. Bei Ver-
wendung von 7 Wertepaaren erhilt man z. B. entsprechend (8) die folgende, leicht
durch Ausrechnung zu bestitigende Extrapolationsformel

Vi Vit B[2fat 5 Bhat B+ A+ Tofy+ A%,)
. . (10)
— g5 @4t Bofut 3A%) + 1o A%

Auch hier kénnen natiirlich in den meisten Féllen die Differenzen von einer gewissen
Ordnung an vernachldssigt werden. Verwendet man z. B. wieder die Differenzen bis
zur dritten Ordnung, so ergibt sich die wunderbar einfache Formel

Yo = Vhat B [2fat 5 @fa+ B, (1)

die in fast allen Féllen geniigen wird.

Wie bereits erwdhnt wurde, ist es zur Durchfiihrung des Extrapolationsverfahrens
zuerst noétig, die Losung fiir ein kleines Anfangsstiick mdglichst genau vorauszube-
rechnen. Das kann z. B. durch mehrfache Iteration gemiB (2) geschehen, wobei man
von selbst auf allerlei Kunstgriffe zur moglichst praktischen Durchfithrung kommen
wird. Weitere sehr beliebte Methoden sind die Verwendung von Potenzreihenansitzen
und der Gebrauch der Runge-Kuttaschen Formeln?!). Die bisherigen Entwicklungen
sollen nun zunichst an einem Beispiel erldutert werden:

1. Besspiel: Es soll im Intervall 0 < x <1 diejenige Losung der Gleichung
y'= x — y gefunden werden, die durch den Ursprung geht.

Wir wihlen 4 = 0,1 und verwenden Formel (11). Dann ergibt sich die Berechnung
gemiB dem Differenzenschema auf Seite 29, in welchem alle Zahlen auf die 5. Stelle
nach dem Komma auf- oder abgerundet sind.

Dabei miissen vorbereitend zuerst die iiber der Treppenlinie befindlichen Zahlen
ermittelt werden. Die Bestimmung der vier y*-Werte erfolgt im vorliegenden Fall
am besten durch Integration mittels Potenzreihen. Die iibrigen Zahlen ergeben
sich dann durch elementare Rechnungen. Nach dieser vorbereitenden Rechnung
kann jetzt das eigentliche Extrapolationsverfahren beginnen. Der erste Extrapola-
tionswert y¥ ergibt sich gemil

y} = 0,01873 + 0,1 [2 . 0,25918 + ~;— (— 0,00820 -+ 0,00085)] ~ 0,07032,

woraus dann f¥ und die zugehérigen Differenzen berechnet werden konnen. Die
iibrigen Zahlen des Schemas ergeben sich in genau gleicher Weise. Man erkennt an
diesem Beispiel, wie auBerordentlich iibersichtlich das Verfahren ist. Die exakte
Losung der obigen Gleichung lautet y = ¢~® 4 x — 1. Der letzte extrapolierte Wert
vy = 0,36788 stimmt in allen Stellen vollstindig mit dem genauen Wert y (1) = ¢!

1) Vgl z. B. das in Note 2, S.25, genannte Werk.
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¥y Va fx Af A, &%,
0,0 0,00000 0,00000

0,09516
0,1 0,00484 0,09516 — 0,00905

0,08611 0,00085
0,2 0,01873 0,18127 — 0,00820

0,07791 l 0,00079
0,3 0,04082 0,25918 | _ 0,00741

| 0,07050 0,00070

0,4 0,07032 0,32968 — 0,00671

0,06379 0,00064
0,5 0,10653 0,39347 — 0,00607

0,05772 0,00058
0,6 0,14881 0,45119 — 0,00549

0,05223 0,00051
0,7 0,19658 0,50342 — 0,00498

0,04725 0,00049
0,8 0,24933 0,55067 — 0,00449

0,04276
0,9 0,30657 0,59343
1,0 0,36788

iiberein, und man erkennt daraus, wie auBBerordentlich exakt das Verfahren arbeitet
trotz der einfachen Mittel, die es verwendet.

Nach dem gleichen Prinzip konnen auch simtliche Gleichungen hoherer Ordnung
behandelt werden. Wir betrachten etwa noch den Fall der Gleichungen zweiter
Ordnung. Es sei eine solche in der Form

y'= x5 9) (12)

vorgelegt, und es soll die Lésung y(x) gefunden werden, die fiir x = x; den Funk-
tionswert y = y, und die Ableitung y’ = y,annimmt. Man berechnet dann wiederum
eine moglichst gute Niherungslésung y*(x) sowie ihre Ableitung y*'(x) fiir eine
Reihe #dquidistanter Ausgangsabszissen zx, (z. B. wieder fiir vier solche Abszissen,
so daB dann » die Werte 0, 1, 2, 3 annehmen kann), wobei zur Durchfithrung dieses
vorbereitenden Schrittes wieder die gleichen Methoden wie bei den Gleichungen
erster Ordnung verwendet werden kénnen. Diese Naherungswerte seien entsprechend
wie frither mit y* und y*  bezeichnet. Dann stellt man fiir die zugehorigen Funk-
tionswerte f* = f(x,, y*, y*') wieder das Differenzenschema und das Interpola-
tionspolynom auf und operiert damit ganz analog wie bei den Gleichungen erster
Ordnung. An Stelle von (6) bzw. der entsprechenden Gleichung mit allgemeinem
Index treten dabei [vgl. Formel (11) des ersten Aufsatzes] die Formeln

i1 In+1 ¥n41
Yha= ¥+ [ Fyn)dx,  yha=yi+ 98 -0+ [ [ Fux)dst,  (13)

Xn In  *n



L
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welche ausgerechnet die Gestalt

1 = 5 - 3 -
}n+1‘ yn + h [f1*L+ "QVAanL lé‘Azfn—l_ "g"Aafn],
(14)
1= Vet h *’+h2[—1f + o Afpt + A2+ A3/]
Ya+1= Yn Yn 2 In 6 n 8 n 180 n

annehmen. Auch im jetzigen Fall der Gleichungen zweiter Ordnung ist es wieder vor-
teilhafter, gemiB dhnlichen Uberlegungen, wie sie zu Formel (10) fithrten, zu extra-
polieren, und zwar haben sich hier vor allem die Formeln

Antl

YEa= vE+ | Fu(x) dx,

Fn—1

Vo1 T Vao1— 298 = (yho1— 3 + (Vi1 — v¥ (15)

Tn4l Fn1 Xn—-1 ¥p-1
= | [ R@det [ [ Fyx)de

*n %Xn *n  *n

als niitzlich erwiesen. Die Ausrechnung dieser letzteren ergibt :

1 - _
V= Vit |21+ ) (A + 33,

(16)
Yia=29E— Via+ B [fat 45 (@2, 4 B1)].

Die erste dieser Formeln entspricht in ihrem Aufbau vollstindig der Gleichung (11).
Wenn in der rechten Seite von (12) die Ableitung y’ nicht auftritt, was haufig von
Anfang an der Fall ist, oder durch eine einfache Substitution erreicht werden kann,
kommt man mit der zweiten Formel (16) allein aus. Natiirlich kénnen auch im
jetzigen Fall wieder mehr als nur vier Wertepaare zur Aufstellung der Interpolations-
polynome herangezogen werden?). Es soll nun wieder ein Beispiel fiir die Anwendung
dieser Formeln gegeben werden:

2. Beisprel: Die Gleichung y" = (¥'+ v)/6 soll ausgehend von den Anfangsbedin-
gungen ¥(0) == 1 und »’(0) = 1/2 integriert werden.

Wir wihlen % = 0,2 und verwenden die Formeln (16). Dann ergibt sich fiir die
Rechnung das Schema auf Seite 31, dessen Zahlen auf die vierte Stelle nach dem
Komma auf- oder abgerundet sind.

Dabei miissen wieder zuerst die {iber der Treppenlinie befindlichen Zahlen berech-
net werden, was wie beim ersten Beispiel am besten mittels Potenzreihen ge-
schieht. Nach diesem vorbereitenden Schritt kénnen nunmehr ganz analog wie im
ersten Beispiel die Werte y¥’ und y} auf Grund der Formeln (16) berechnet werden.
Dadurch wird auch f} bekannt, und es kann das Differenzenschema vervollstindigt
werden. In gleicher Weise kénnen nach Belieben weitere Extrapolationen vorgenom-
men werden. Die genaue Loésung der oblgen Glelchung lautet y= - ¢*2, Die letzten

1) Vgl. dazu das in Note 2, S.25, genannte Werk.
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Xy v’ yx f* At, A%, A%,

0,0 0,5000 1,0000 0,2500

0,0263
0,2 0,5526 1,1052 0,2763 0,0027

0,0290 0,0005
0,4 0,6107 1,2214 0,3054 0,0032

0,0322 0,0001

0,0355 0,0004
0,8 0,7459 1,4919 0,3730 0,0037

0,0392 0,0004
1,0 0,8244 1,6488 0,4122 0,0041

0,0433

1,2 0,9111 1,8222 0,4556

1,4 1,0069 2,0138

Niaherungswerte y¥ = 1,0069 und x¥ = 2,0138 stimmen wiederum in allen Stellen
mit den genauen Werten y'(1,4) —¢%?/2 und y(1,4) -- ¢%7 iiberein.

Es bedarf wohl keiner besonderen Erwdhnung, daB nach demselben Prinzip auch
Systeme von Differentialgleichungen behandelt werden k&énnen. Liegt z. B. ein
System von zwei Gleichungen erster Ordnung vor, so hat man entsprechend den
Gleichungen (9) des ersten Aufsatzes fiir jede der beiden abhédngigen Variabeln eine
besondere Rechnung durchzufithren und dementsprechend mit zwei Differenzen-
schemata zu arbeiten. Im {ibrigen sind die Uberlegungen den bisherigen Betrach-
tungen so analog, dafl wir nicht ndher darauf eingehen.

Aus den bisherigen Entwicklungen geht hervor, da3 die Extrapolation, die den
wesentlichen Punkt des Verfahrens bildet, auf recht mannigfache Weise vorgenom-
men werden kann. Es handelt sich dabei jedoch stets um ganz elementare Umgestal-
tungen des urspriinglichen Gedankens. Einige solche Varianten sind ja vorstehend
angegeben worden. In ganz analoger Weise konnen natiirlich noch ungezihlte
andere Varianten hergeleitet werden, die sehr wohl in allgemeinen oder speziellen
Fallen von groBem praktischem Wert sein konnen. Nach Ansicht des Verfassers liegt
hier noch ein weites und dankbares Forschungsgebiet fiir elementarmathematische
Untersuchungen vor. Auch scheinen die Gleichungen dritter und hoherer Ordnung
bis jetzt nie systematisch untersucht worden zu sein.

SchlieBlich sei noch erwihnt, daB auch praktisch gut verwendbare Fehlerabschit-
zungen fiir das Extrapolationsverfahren entwickelt worden sind. Ein néheres Ein-
treten auf diesen wichtigen Punkt wiirde jedoch hier zu weit fithren. Literatur tiber
diese Fehlerabschitzungen findet sich zusammengestellt in dem in Note 2, S. 25,
genannten Werk, wo auch noch einige weitere Ergdnzungen angegeben sind.

P.MATTHIEU, Ziirich.
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