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18 Aufgaben

Damit haben wir aber einen Widerspruch gegen Axiom II 3 konstruiert. Die Gegen-
annahme ist also zu verwevfen und Satz 2 ist vollstindig bewiesen.
W. GRUNER, R. STETTLER, Bern.

Aufgaben

Aufgabe 56. In wie viele Gebiete wird die Ebene durch » Kreise zerlegt, die die
maximale Anzahl reeller Schnittpunkte haben ? C. BiINnDscHEDLER (Kiisnacht).

7. Losung: G(n) sei die Anzahl der Gebiete bei » Kreisen. G(1) = 2. Der n-te
Kreis wird durch die » — 1 {ibrigen Kreise in 2 (# — 1) Bogenstiicke zerlegt, von denen
jedes ein Gebiet in zwei Teile teilt, so da3 2 (» — 1) neue Gebiete entstehen. Daher ist

G(n)—_—2+2{1+2+-.-+(n—l)}:z(g>+2(’2’)=n2—n+2.

Denselben Wert fiir G(n) erhidlt man, wenn die Kreise auf der Oberfliche einer
Kugel liegen. Damit 148t sich die Anzahl K(%) der Teile finden, in die der Raum durch
n Kugeln geteilt wird, bei denen die maximale Anzahl reeller Schnittpunkte von drei
Kugeln auftritt. Die n-te Kugel wird durch die andern in # — 1 Kreisen mit maximaler
Schnittpunktanzahl geschnitten, so daB die Kugelfliche in # (z — 1) + 2 Flichenstiicke
zerlegt wird. Jedes Fldchenstiick teilt ein Raumgebiet in zwei Teile, wobei stets ein
neues Teilstiick entsteht. Somit ist

_,22( SR n—1)+2=2(§)+2(¥>~

H. FAsNDRICH (Bern).

2. Losung: Es sei e(n) die Zahl der Schnittpunkte der » Kreise, k(%) die Zahl der
unmittelbar benachbarte Punkte verbindenden Kreisbogen («Kanten») und f(») die
Zahl der Gebiete, dann ist nach EULER:

f(n) = k(n) + 2 —e(n) h(1) =0} (1)
Nun ist e(n) =2 (Z) =n(n—1). (2)
k(n) findet man z. B. mit Hilfe einer Rekursionsformel. Gibt man zu » — 1 Kreisen

einen weiteren, so entstehen auf den ersteren offenbar 2 (» — 1) neue « Kanten», ebenso
viele aber auch auf dem »-ten Kreis. Also ist

k(v =k(v—1) +4 (v —1). rv=2 (3)
Setzt man hierin der Reihe nach » = 2, 3, ..., » und addiert die erhaltenen Gleichungen,
so erhdlt man
k(n) =4[1 42+ ... F(n—l)]:4(g>=2n(n—1)’ (4)
Aus (3), (2) und (1) folgt:
fm=2nmn—1)+2—nmn—1)=n(n-—1)+ 2. (5)

Fiir Kurven, die sich paarweise in m Punkten schneiden, erhélt man in entsprechender
Weise

f(n)=~;‘~mn(n——1) 42

B. SCHENKER (Fetan).
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Weitere Losungen sandten J. Binz (Biel), L. DEscLoux (Fribourg), E. ROTHMUND
(Ziirich), A. StoLL (Ziirich).

Aufgabe 57. Welches ist die grof3te ganze Zahl #, die durch alle ganzen Zahlen des
4
Intervalls (2, V») teilbar ist? L. REpE!I (Szeged, Ungarn).

Losung des Aufgabenstellers: Wir beweisen, dafl die gesuchte Zahl » = 420 ist. Da
diese Zahl die Bedingungen der Aufgabe erfiillt, haben wir nur noch die Unmdglichkeit

der Annahme #» = 421 nachzuweisen. Es sei g:ﬁ/ﬁ] die groBte ganze Zahl < V;
Dann gilt

n=(g+1)*-1=g(g>+3g+3). (1)

Da g = 7 und alle natiirlichen Zahlen < g Teiler von # sind, muB auch 3-4-5-7 = 420
ein Teiler von » sein. Wegen der Annahme ist somit # = 840 und g = 9. Folglich ist
5-7-8-9=2520 ein Teiler von %, also # = 2520 und g = 13. Da % durch alle natiir-
lichen Zahlen =< g teilbar ist, gilt die Darstellung

glg—1)(g—2) (g—3)t==6mn. (¢ ganz, =1)
Mit (1) ergibt sich
(6—1)(g—2)(g—3) =6(g%+3g+3).

Hieraus folgt g < 12, im Widerspruch mit g == 13.
2. Losung: (Ergebnis » = 420). Mit v, sei das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der Zahlen 2, ..., z bezeichnet. Es ist dann v,= 2; v,=p v, ;, wenn z eine Potenz der

Primzahl p ist, v,=v, ,, wenn 2z keine Primzahlpotenz ist. Es sei z = ﬁ/n] Wir be-
trachten die Intervalle 22 < »n < (¢ + 1)3. Ein solches Intervall enthilt so viele Zahlen »
von der in der Aufgabe beschriebenen Art, als es Vielfache von v, gibt, die zwischen
23 und (2 + 1)3 liegen. Im Intervall z = 7 liegt genau eine Zahl dieser Art, ndmlich
n = 420. Die folgenden Intervalle sind leer, wie aus der zu beweisenden Ungleichung
v, > (24 1)3 fiir ganzzahliges ¢ = 8 hervorgeht. Es geniige, den Beweis fiir 2 = 19 zu
fiihren. Unter den Zahlen m -+ 1, ..., 8 m sind drei Potenzen von 2 und je eine von
3, 5, 7. Daher vg,, = 840v,, > 93y, .
Daraus folgt:
Vgl > Bl v, fiir ganzzahliges / "~ 1,
93l

v, > 93w, ~ 6 Um fiir beliebiges 7 7: 1. (8¢ m ganzzahlig)

Mit 8! = m’ ist 93! > 831 — '3,

’3
also Yinm? = "316 v,, fiir beliebiges m” = 1. (m m’ ganzzahlig)
Nun ist Uye = 232792560 > 317,
also Vigmr > 3V m3 > (2Tm")3= (19m’ - 8m')3 > (19m’ + 1)3

fiir beliebiges m’ > 1. Mit 19m’ =z hat man v,>> (¢ 4 1)3 fiir ganzzahliges z = 19.
O.MADpER (Feldkirch, Vorarlberg).

Weitere Losungen sandten C.BiNDscHEDLER (Kiisnacht), J.M. EBersorLp (St.Gal-
len), H. RucH (Bottmingen).

Aufgabe 59. Ein Torus wird von einem schiefen Kreiszylinder, dessen Kreisschnitte
zur Torusachse senkrecht sind, in zwei Punkten beriihrt. Es bedeute R 4+ » bzw. R — »
den Radius des Aquator- bzw. Kehlkreises, ¢ den Radius der Zylinderkreise (¢ < R —7),
d den Abstand der Mittellinie des Zylinders von der Torusachse (d < R—7—p), «
den Neigungswinkel der Mittellinie des Zylinders gegen die Aquatorebene und L die
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Linge der Mantellinien zwischen den beiden beriihrenden Kreisen des Zylinders. Man
zeige:

(4

. 14 .
arcsin —— < a < arcsin |/ 5—— ,
R—po = R—p

L=2V(R=r=g—d) (R—r—¢+d) (R+r—o—d) (R+7—o+4d).

E. Trost (Ziirich).

Lésung: Die Korperkombination ist schiefsymmetrisch in bezug auf die Aquator-
ebene des Torus. B sei der eine Beriihrungspunkt, B’ seine Projektion auf die Aquator-
ebene. Diese werde von der berithrenden Zylindermantellinie in 4 und von der Zylinder-
achse in C durchstoBen. AC ist parallel zur Meridianebene des Torus durch B. M sei
der Mittelpunkt des Torus, D der Schnittpunkt von M B’ mit der Normalen zu AB’

durch 4. Dann ist MC parallel DA und MC = DA = d und MD = CA = o.

Die dquatoriale Spur der Tangent1alebene des Torus in B geht durch 4 und ist
normal zu M B’; sie schneide M B’ in E. EB ist in B Tangente an den Meridiankreis
des Torus, dessen Mittelpunkt F sei. SchlieBlich sei FB’=p, BE=q und R —g=s
gesetzt.

Zur Elimination der neueingefiihrten GroBlen p und ¢ erhidlt man folgende Glei-

chungen: aus Dreieck DBF wegen BF = :

pp+q =% (1)
aus Dreieck DA B’ wegen DB’ = s — p:
(s—2) (s—p—9q) =a’ (2)
aus den Dreiecken 4B’B und AB’D wegen BB’ = pq und AB=L/2:
I\2
() -pa=t-pr—a 0
L\2
Aus (2) und (3) folgt (7) —sgq (4)
IL\2
und damit aus (1): sp24 (7) p—sr:=0.

Die Diskriminante dieser Gleichung ist 62 = (L/2)% + 4 s2#2, so dall kommt:

25;b=—(}—) + 4,
und mit (4): 2s(p+q) = (%)2—}- J,
und daraus: 2s(s—p) =252+ (%)2~ d,

2s(s—p—q)=2s2— (§)2~ 0.

L\4
Zufolge (2) wird also 452d2= (252 — §)2— ('é_)

=454+ 4s2y2— 4529,
somit 0=s2+r2—d?

L\4
und (—2—) 4522 = (s24 22— d2)?,



Ncue Aufgaben — Verein Schweizerischer Mathematiklehrer 21

woraus man durch leichte Umformung erhilt:

L\4
(3)=Grreastr—a s—r+ds—r—a).

Fiir den Neigungswinkel « liefert das Dreieck A BB’ mit (4): (sin«)2=p g/sq=p/s <7/s.
Das erreichbare Minimum von p ist #%/s, so da3 sin « = #/s wird. Die obere Schranke
bedeutet, dal bei Erreichung derselben die Bedingung von zwei verschiedenen Beriih-
rungspunkten nicht mehr erfiillt werden kann; ohne diese Bedingung kann natiirlich
« = 90° werden.

Bemerkung: L%/16 ist eine Realisierung der «Fliche» eines uneigentlichen Dreiecks
mit r +d<s. A. StoLL (Ziirich).

Eine weitere Losung sandte H. RucH (Bottmingen).

Neue Aufgaben

75. Des relations sin o + sin ff - siny = 0 (1)
et cos o 4 cosff 4 cosy =10 (2)
déduire les relations sin2a+sin2f+4sin2y =0 (3)
et cos2a+cos2f+cos2y=0. (4)

Peut-on déduire réciproquement (2) de (1) et (3) ? Plus généralement, trouver toutes
les relations entre «, B et y permettant de satisfaire a (1) et (3).

On cherchera a traiter symétriquement par rapport a «, §§, ¥ ce probléeme dont
les données sont symétriques (selon le conseil de M. G. PéLva dans How to solve it,
p-1721)). F. FiaLa (Neuchatel).

76. Das dem Kreise mit der Fliche K einbeschriebene regelmédBige Polygon von der
Fliache P rollt ohne zu gleiten auf einer Geraden. Eine Ecke beschreibt dabei einen
aus Kreisbogen zusammengesetzten Kurvenzug. Man berechne den Inhalt der durch
den Kurvenzug und die Gerade begrenzten Fldachenstiicke. G.TorbioN (Ziirich).

77. Die Zahl des Geburtsjahres eines beriihmten schweizerischen Mathematikers hat
folgende Eigenschaften:

Die Quersumme der Zahl, die Summe und Differenz der dritten und vierten
Ziffer und die letzte Ziffer selbst sind alles von Null verschiedene Quadratzahlen.
Ebenso bilden die zwei ersten Ziffern als Zahl im Zehnersystem gelesen eine Qua-
dratzahl. L.LesMANN (Bern).

78. Ein Pyramidenstumpf hat die Grundfliche G, die Hohe %2 und das Volumen
V=FkhG(1/3 <k < 1). Welchen Wert hat das Ahnlichkeitsverhiltnis von Grund-
und Deckflache ? E. TrosT (Ziirich).

VEREIN SCHWEIZERISCHER MATHEMATIKLEHRER
53. Jahresversammlung in Baden, 1. Oktober 1949

Bei der Neuwahl des Vorstandes fiir die Amtsperiode 1949-1952 ist der bisherige
Prasident, Dr. E. VoeLLMYy (Basel) durch Dr. FrRaNz STEIGER (Bern) abgeldst worden.
Ein ausfiihrlicher Bericht iiber den geschédftlichen Teil der Jahresversammlung wird
in der Zeitschrift « Gymnasium Helveticum» erscheinen.

Die Referate waren dieses Jahr ausschlieBlich Fragen der angewandten Mathematik
gewidmet. Zur allgemeinen Freude hatte sich unser Altprasident Dr. H. SCHUEPP von
seinen schweren, beim Widenswiler Eisenbahnungliick erlittenen Verletzungen glian-
zend erholt und den Verein an der Abendsitzung mit einem Vortrag beehren konnen.
In seiner ihm eigenen, begeisternden Art sprach Herr ScHUEPP iiber die Mathematische
Behandlung des Tempemtmbegmﬁs besonders hoher Tempemtmen im Schuluntewwht

1) Deutsche Ubersetzung: Schule des Denkcns Snnmlund Dalp, Band 36, A. Francke Vcﬂag, Bern 1949
Seite 214.
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