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Neue Aufgaben

106. Gegeben sind ein Strahlenbiischel mit dem Mittelpunkt M und ein von M ver-
schiedener Punkt 4 in der Ebene des Strahlenbiischels. Man durchlaufe von A
aus cine vollig stetige, in 4 endende Kurve, die mit jedem Strahl des Biischels
genau einen Punkt gemeinsam hat. Wenn die Kurve keine Gerade ist, besitzt sie
entweder mindestens drei Wendepunkte oder mindestens cinen Wendepunkt und
mindestens eine Spitze. (Eine Kurve hei3t «vollig stetig», wenn sie sowohl beziig-
lich ihrer Punkte als auch ihrer als existierend vorausgesetzten Tangenten stetig
ist. Sie braucht hingegen nicht algebraisch, auch nicht einmal analytisch zu sein.)

L.LocHER-ERNsT (Winterthur).

107. Ein vollig stetiger Bogen (siehe Aufgabe 106) ohne Singularititen (Wendepunkte,
Spitzen, Doppelpunkte, Doppeltangenten, Ecken, Strecken) werde unter Ver-
meidung jeder Singularitit {iber seine beiden Enden hinaus unbegrenzt fortgesetzt;
dann existieren eine konvexe Hiille und ein konvexer Kern, denen sich der Bogen
anschmiegt. Hierbei kann der Kern wie auch die Hiille ein konvexes Vieleck sein;
ersterer kann insbesondere in einen Punkt, letztere in eine Gerade ausarten.

L.LocHER-ERNST (Winterthur).

108. Wie Aufgabe 106, mit dem Unterschied, da3 mehrfache Punkte, aber keine anderen
Singularitdten, zugelassen werden. Der unbegrenzt fortzusetzende Bogen besitzt
dann nur Doppelpunkte und notwendig zwei konvexe Hiillen, die keine gemein-
same Tangente und hochstens vier gemeinsame Punkte besitzen.

L.LocHER-ERNST (Winterthur).

109. Es sei C ein Kreis auf der Kugel K. Man bestimme den geometrischen Ort der
Spitzen derjenigen Kegel mit der Leitlinie C, deren zweite Schnittkurven mit K
Kreise mit festem Radius sind. VICENTE INGLADA (Madrid).

110. Es sei C einc gegebenc Kurve aullerhalb einer Ellipse £. Von den Punkten P von C
werden die Tangenten an E gezogen. Fiir welche Punkte P hat das von der Be-
rithrungssehne abgeschnittene Ellipsensegment maximale oder minimale Flache ?

VICENTE INGLADA (Madrid).

/11. Beieinem Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ ist die Potenz des Schwerpunktes in bezug
auf den Umkreis gegeben durch — (a%+ 0%+ ¢2)/9. Man formuliere und beweise
den entsprechenden Satz fiir » Punkte auf ciner Kugelfliche beliebiger Dimensions-
zahl (in einem euklidischen Raum). A.StoLL (Ziirich).

/12. Ein Dreieck, bei dem der Abstand des Schwerpunktes vom Umkreismittelpunkt
einem Drittel des Umkreisradius gleichkommt, ist rechtwinklig. Das Umgekehrte

ist evident. A.StoLL (Ziirich).
773. Kann die Summe der ersten # Kubikzahlen fiir # > 1 wieder eine Kubikzahl sein ?
(Vgl. Aufgabe 71.) E.Trost (Ziirich).

Literaturiiberschau

G. Rrccr: Figuve, veticoli e computo di nodi
Rendiconti del Seminario matematico e fisico di Milano 19, 165-205 (1948)

Der aus einem Vortrag entstandene Aufsatz berichtet iiber die Entwicklung eines
klassischen Problems aus der geometrischen Zahlentheorie. Es handelt sich um die
Abschitzung der Anzahl 4(x) der Gitterpunkte eines quadratischen Gitters, die inner-

halb oder auf dem Rand einer Kreisscheibe (vom Radius [/x) oder eines allgemeineren,
vom Parameter » abhingenden Eibereiches C, von der Fliche F(x) liegen. Dic Aus-
sagen sind von folgendem Typus: A(x) =F(x)+ O0(#*), wo O(#*) eine Funktion von
der GroéBenordnung #” bedeutet, d.h. lim O(x”)/#” ist endlich.

X > 00
Fiir den Kreis ist schon von Gauss » = 1/2 gefunden worden. Die Abschatzung wird
um so besser, je kleiner » gewdhlt werden kann. Unter gewissen Beschrinkungen fiir
die Kriimmung von C,, gilt nach vAN DER CORPUT » = 1/3. Besonderes Interesse be-
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sitzt folgende Frage: Wie grof ist dic untere Grenze & der » fiir den Fall des Kreises ?
Die Jagd nach der «Weltkonstanten» & wird mit schwerstem Geschiitz gefiithrt. 1923
fand vaN DER CorpuT das Ergebnis # < 1/3, was eine groBe Uberraschung bedeutete,
da man zumindest fiir den Kreis ¢ = 1/3 erwartete. Dieser Wert der Weltkonstanten
gilt hingegen fiir gewisse andere Kurven C,, wie JARNIK 1926 zeigte. Das beste Resultat
fiir den Kreis ist heute 4 < 13/40 = 0,325 (L. Hua, 1942).

Parallel zu den Bereichen C, werden die von einer gleichseitigen Hyperbel begrenzten
Bereiche v =1, v =1, uv < » (¥ = 1) betrachtet (Teilerproblem). Auch Verallgemeine-
rungen auf héhere Dimensionen sind beriicksichtigt.

Dieser in brillanter Sprache verfaBte Aufsatz gibt uns einen seltenen Einblick in ein
sonst wenig zugingliches Gebiet. E. Trost.

VICENTE INGLADA: M¢étodos para la vesolucién de los problemas geométricos
476 Seiten, Editorial Dossat S.A., Madrid 1948

Die fruchtbarsten Methoden zur Losung geometrischer Probleme findet man in der
Lehre der geometrischen Transformationen, die zugleich die Moglichkeit liefert, eine
gewisse Ordnung in die unendliche Mannigfaltigkeit der Probleme zu bringen. Diesen
Gesichtspunkt stellt der Verfasser des vorliegenden Werkes, ein jenseits der Pyrenden
durch verschiedene mathematische Werke bekannter Bauingenieur, in iiberzeugender
Weise dar. Der erste Teil des Werkes enthilt eine systematische Theorie der Trans-
formationen, ihrer Gruppen und Invarianten, in analytischer Darstellung. Die zahl-
reichen Beispiele sind sehr geschickt ausgewdhlt. Wir erwdhnen nur einen gruppen-
theoretischen Beweis des Satzes, da3 sich vier beliebige tiber den Seiten eines Sehnen-
vierecks nach auBBen gezeichnete FafBkreise in den Ecken eines neuen Sehnenvierecks
schneiden, sowie einen analytischen Beweis des Satzes von SALMON, wonach das Doppel-
verhiltnis der von einem beliebigen Punkte einer ebenen Kubik an diese gehenden
Tangenten fiir die ganze Kurve konstant ist.

Im zweiten Teil kommen auch rein geometrische Methoden zu ihrem Recht. Man
findet hier eine Fiille schoner Aufgaben iiber geometrische Orte in Ebene und Raum
sowie iiber Hiillkurven. Mit infinitesimalgeometrischen Betrachtungen werden Extre-
malaufgaben sowie Tangenten-, Kriimmungs- und kinematische Probleme behandelt.
Einen groBen Raum nehmen die Anwendungen der komplexen Zahlen ein, die hier
u.a. zur Behandlung der Kegelschnitte dienen. Den SchluB bildet ein Abril3 der Diffe-
rentialgeometrie der Kurven und Fliachen auf vektorieller Grundlage.

Das Buch ist sehr klar geschrieben und schén ausgestattet. Nur wird der Leser neben
einigen Inkorrektheiten das fast vollstindige Fehlen von Literaturhinweisen bedauern.
Das Erscheinen dieses schonen Werkes ist ein Zeugnis fiir das lebendige Interesse an
der Mathematik in Spanien und diirfte der Geometrie in diesem Lande und im ganzen
spanischen Sprachgebiet viele neue Freunde zufiihren. E. Trost.

E.LinDELOF und E. ULLrIcH: Einfithvung in die hiheve Analysis
2. Auflage, 526 Seiten, B. G.Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1950

LiNnpELOFs Einfiihrung in die Infinitesimalrechnung hat sich dank der vortrefflichen
Ubersetzung ULLRICHS auch im deutschen Sprachgebiet einen so guten Namen erwor-
ben, daB man die zweite Auflage nur aufs warmste begriiBen kann. Die Briicke von
Mittelschule zu Hochschule wird hier breit und tragfihig gebaut, so daf3 besonders der
Lehrer eine Fiille von Anregungen fiir den Unterricht findet. Viele Dinge, wie den Ab-
schnitt iiber das Rechnen mit Ndherungswerten bzw. Kettenbriichen, wird man in
dhnlichen Werken vergeblich suchen, obwohl diese sehr geeignet sind, den Begriff des
Grenzwertes vorzubereiten. Die zur strengen Begriindung der hoheren Analysis not-
wendige Theorie der Irrationalzahlen wird erst am Schlu3 entwickelt, um die «anschau-
liche» Erfassung der Grundgedanken nicht zu stéren. Eine Einfiihrung in die Deter-
minanten und ein Abri3 der Theorie der komplexen Zahlen beschlieBen den inhalts-
reichen Band. E. Tyost.



Literaturiiberschau 143

Centre belge de Rechevches mathématiques
Colloque de Géométrie algébrique, tenu & Liége les 19, 20 et 21 décembre 1949

Verlag Georges Thone, Liége; Masson & Cie., Paris

Auf den Klassikern der Geometrie, wie PONCELET, DE JONQUIERES, CHASLES, STEI-
NER, GRASSMANN, CAYLEY, SALMON, HALPHEN, BRILL, NOETHER, ZEUTHEN und KLEIN,
aufbauend, entwickelte seit dem Beginn des Jahrhunderts die italienische Geometer-
schule mit CREMONA, VERONESE, BERTINI, SEGRE, CASTELNUOVO, ENRIQUES und
SEVERI die moderne algebraische Geometrie, die ihre gewaltige Fruchtbarkeit durch
ihre intensive Einwirkung auf die zentralsten Gebiete der Mathematik, wie Zahlen-
theorie, Algebra, Gruppentheorie, Funktionentheorie, Differentialgleichungen, Topo-
logie, zeigte.

An einfithrenden Werken in diese Gebiete nennen wir B. L. VAN DER WAERDEN,
Einfithvung in die algebraische Geometrvie; B. SEGRE, Lezioni di geometvia moderna (siehe
die Besprechung in dieser Zeitschrift, Bd.IV, S.94-96); F. SEVERI, Grundlagen der
abzihlenden Geometrie und Introduzione alla geometria algebrvica; W. GROBNER, Moderne
algebraische Geometrie (die idealtheoretischen Grundlagen).

L. Gopraux, der zu den fithrenden Geometern zdhlt, hat als Prasident des belgischen
mathematischen Forschungsinstituts die Mathematiker zu einem Austausch ihrer Er-
gebnisse eingeladen. Im Rahmen dieser Besprechung ist es nicht moglich, auf Einzel-
heiten dieser Vortrige, die sehr spezielle Fragen behandeln, einzugehen.

Den ersten Vortrag hielt der Altmeister der algebraischen Geometrie F. SEVERI iiber
La géométrie algébrique italienne; sa vigueur, ses méthodes, ses problémes. In recht tem-
peramentvoller Weise wendet er sich gegen die Legende von der mangelnden Strenge
der italienischen Schule. Der Vortrag gibt zugleich eine sehr lesenswerte Geschichte der
Entwicklung der algebraischen Geometrie.

L. DuBREIL- JacOTIN (Poitiers) und P. DuBREIL (Paris) berichteten iiber die ver-
schiedenen Ringtypen (Integritdtsbereiche), die in der algebraischen Geometrie eine
Rolle spielen und diese mit der Zahlentheorie verbinden.

B. L. vaAN DER WAERDEN sprach iiber Les variétés de chatnes sur une variété abstraite.
Der Vortragende setzt sich mit den Begriffsbildungen auseinander, die von A. WEIL
vorgeschlagen wurden.

P. SamUuiL (Clermont-Ferrand) verwendet in seiner Arbeit Multiplicités des com-
posantes singuliéves d’intevsection die Methode von ZARISKI.

F.CHATELET (Besangon) sucht in Application des idées de Galois a la géométrie
algébrique die Begriffsbildung der Galoisschen Theorie fiir die Geometrie fruchtbar zu
machen.

Intégration uniforme de certaines systémes du quatviéme ovdve, a deux vaviables in-
dépendants, attachés a une suvface algébrigue heilt der Beitrag von R. GARNIER (Paris).

Der zweite groBe italienische Meister, B. SEGRE, stellt in Problémes arithmétiques en
géométrie algébvique wunderschone Beispiele zusammen.

P. LiBois (Bruxelles) trigt in La svuthése de la géométrie et de I’algébre wesentlich zur
Kldrung des Begriffes «algebraische Mannigfaltigkeit» bei.

Den Band beschlieBen die beiden Arbeiten:

F. Bureavu (Liége), Quelques questions de géométrie suggévées par la théorie des équations
aux dévivées pavtielles totalement hyperboliques und

L. Gopeaux (Liege), Applications de la théorie des involutions cycliques appartenant
a une suvface algébrique. P. Buchner.

Louis pE BROGLIE:
La Mécanique ondulatoirve des systémes de covpuscules
2. Aufl., Gauthier-Villars, Paris 1950

Das Buch behandelt die Methoden und Probleme, welche beim Anwenden der allge-
meinen quantentheoretischen Prinzipien auf das Zusammenwirken mehrerer Teilchen
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vorliegen. Als solches ist es nicht eine Einfiihrung in die Quantentheorie, sondern setzt
eine Vertrautheit mit deren Grundlagen und Eigentlimlichkeiten voraus, insofern diese
schon am Verhalten eines einzelnen materiellen Teilchens in einem «duBeren» Kraftfeld
sich herausstellen. Vorgiangig einer Behandlung der vielgestaltigen und neuartigen
Besonderheiten, welche bei der Wechselwirkung von Teilchen im quantentheoretischen
Formalismus sich ergeben, werden in den drei ersten Kapiteln die Grundlagen der
Theorie in sehr allgemeiner Form bereitgestellt. Das erste Kapitel gibt inhaltlich ein
Résumé der klassischen Mechanik, aber in einer Gestalt, die ihren Blickpunkt schon
an der Wellenmechanik gewonnen hat. Die Analogie zwischen der Bewegung eines
mechanischen Systems und der Ausbreitung von Strahlungsfeldern wird eingehender
verfolgt, als dies iiblicherweise der Fall ist. Man ist, wenn man diese Darstellung vor
sich hat, iiberrascht, zu sehen, wie nahe diese beiden Seinsgebiete schon in der klassi-
schen Form aneinander herangeriickt werden konnen, aber ermif3t zugleich, welchen
Schritt in der Geistesgeschichte es bedeutete, die formal sich andeutende Analogie auch
ernst zu nehmen und zu einer Wellenmechanik aufzusteigen. Diesen Aufstieg, zu dem
der Anfang von DE BROGLIE selbst gemacht wurde, bringt das zweite Kapitel, allerdings
nicht in genetischer Entwicklung, sondern vorwiegend in deduktiver Form, indem die
Wellengleichung (Schrodinger-Gleichung) hingesetzt wird und dann einerseits die Be-
ziehung zur klassischen Mechanik nachgewiesen, anderseits das Neuartige, welches mit
der Wellenfunktion in der Mechanik Eingang findet, herausgearbeitet wird. Mit beson-
derem Nachdruck ist die Verwendung generalisierter (krummliniger) Koordinaten klar-
gestellt. Im dritten Kapitel ist das Kernstiick der Quantentheorie in zwei allgemeinen
Prinzipien formuliert, welche den Entwicklungssatz und die Beziehung zwischen mog-
lichen MeBwerten und Eigenwerten von Operatoren aussprechen. Eingehend werden
die sogenannten Konstanten der Bewegung untersucht. Besonders schén ist der Hin-
weis auf ihren Zusammenhang mit der Transformationsgruppe des mechanischen Pro-
blems. Ein eigenes Kapitel ist der Bedeutung des Schwerpunkts in der Wellenmechanik
eingerdumt, nachdem schon im ersten Kapitel die Schwerpunktssitze der klassischen
Mechanik (von KoEenNiG) dargestellt wurden. Im Hinblick darauf, daf die Transfor-
mation auf Schwerpunktskoordinaten bei den Anwendungen héufig auftritt, wird man
eine ausfiihrlichere Auseinandersetzung dieser Dinge vielerorts zu schitzen wissen. Der
Anwendung und Klirung der allgemeinen quantentheoretischen Prinzipien sind drei
Beispiele gewidmet, die der Literatur entstammen und in denen hervorragende For-
scher (FERMI, DARWIN, HEISENBERG) in den Jahren der Entdeckung und stiirmischen
Entwicklung der Theorie sich selber mit dieser auseinandersetzten. Es sind dies Meilen-
steine, nun nicht eines «Konigsweges», aber eines Weges von «Konigen». IThre Wahl
charakterisiert das Niveau, auf welches der Autor seinen Leser fiihrt. Die weiteren
Kapitel behandeln die typisch quantentheoretischen Besonderheiten der Wechsel-
wirkung von Teilchen: zunichst die beiden Formen der Stérungstheorie, dann dic
Austauschphinomene ohne und mit Spin. Ein abschlieBendes Kapitel bringt die An-
wendung auf die Theorie der chemischen Bindung und leitet zuletzt zu den aktuellen
Fragen des Aufbaus der Kerne iiber.

Der Name des Autors 143t von vorneherein erwarten, dafl das Buch immer wiederum
Wege und Gedanken verfolgt, die iiber dasjenige hinausgehen, wodurch man land-
laufigerweise den Sinn der Quantentheorie sich vergegenwartigt. Wir heben nur zwei
Dinge heraus: eine eindringliche Bemerkung iiber das Auftreten gemischter Zustande
nach erfolgter Wechselwirkung zweier ‘[eilchen, welche iiberdies durch das Beispiel von
FeErMI ausgezeichnet konkretisiert ist, dann die Auseinandersetzungen iiber die Ver-
wendung von Wellenfunktionen von symmetrischer oder antisymmetrischer Form.
Erstere Bemerkung ist unseres Erachtens schwer an naturphilosophischem Gehalt.
Fiir derartige Fragen ist auBerdem an vielen Stellen des Buches Anregung und Klarung
zu finden, und sein Stil kommt einem solchen Bediirfnis dadurch entgegen, daf3 er den
Inhalt der Theorie auch ausfiihrlich in der Sprache des unmittelbaren Denkens aus-
einandersetzt und sich nicht mit der bloBen Formulierung im Kalkiil zufrieden gibt.
Dadurch erhilt der Leser auch starke Hilfen, um iiber schwierigere Dinge hinwegzu-
kommen. G. Balaster.
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