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S. Piccarp (Neuchatel): 1° Les groupes que peut engendrer un systéme connexe et
primitif de cycles d’ordre huit et les bases du groupe symétrique dont I'une des
substitutions est un cycle d’ordre huit. — 2° Systémes connexes et primitifs de cycles
d’ordre neuf. — 3° Les classes de substitutions des groupes imprimitifs et les bases
de ces groupes.

J. peE SiEBENTHAL (Pully): Sur les sous-groupes de rang un des groupes de L1E com-
pacts.

L. LocHER-ERNsST (Winterthur): Stetige Vermittlung der Korrelationen.

H. HADWIGER (Bern): Zur Inhaltstheorie k-dimensionaler Polyeder.

R. C. YounG (London): La mode en mathématique.

Aufgaben

Aufgabe 75. Des relations

sina 4+ sin f +siny = 0 (1)
et
cosa + cosff 4 cosy =0 (2)
déduire les relations
sin2e-+sin2 f+4sin2y=0 (3)
ct
cos2a-+cos2ficos2y=0, (4)

Peut-on déduire réciproquement (2) de (1) et (3) ? Plus généralement, trouver toutes les
relations entre o, f et y permettant de satisfaire a (1) et (3). F.FiaLa (Neuchatel).

Solution: (A) Les deux relations données équivalent a la suivante:
et ety eiv—0, (5)

laquelle, en termes vectoriels, indique que le polygone des trois vecteurs unité d’in-
clinaisons «, f§, y est fermé: c’est donc un triangle équilatéral, et I’on a par suite essen-
tiellement

(o, B, 7) = (ot, o + i— o — —? n) : (6)

Donc
2 2
(20(,2/3’,Zy)E(ZOc,Za—?n,Zoch»%vn); (mod 2 n)

les trois vecteurs unité d’inclinaisons 2 «, 2 8, 2y forment, ecux aussi, un triangle
équilatéral, et I'on a

e2io:~%_e2iﬂ+_e2i‘y___0’ (7)

ce qui équivaut aux deux relations demandées (3) et (4).
(B) «Peut-on déduire réciproquement (2) de (1) et (3) ?»
Evidemment pas, puisque le systéme

«=—y (mod 2m), f=0 (modn) (8)

satisfait & (1) et & (3), sans vérifier (2), en général. )

(C) Un simple raisonnement va montrer que le systéme (8), avec ses permutations
cycliques, et le systéme (6), sont les seuls qui vérifient & la fois (1) et (3).

Les relations (1) et (3) équivalent respectivement aux deux conditions

e’ petf o= réel, (9) €214 e2 Py ¥ V= y réel. (10)

En termes vectoriels, le polygone des vecteurs unité d’inclinaisons «, f§, y, d’une part,
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et celui des vecteurs unité d’inclinaisons 2 «, 2 §, 2y, d’autre part, ont chacun comme
fermeture un vecteur d’inclinaison 0 ou s.

Transformons un peu ces données. Elevons au carré I’équation (9) et soustrayons-en
I’équation (10): il vient

1

g @B | B4y it _ L
‘ 2

(A2—pu) =» réel. (11)

Utilisons ensuite l'identité e2*% 4 ¢2/?=2 ¢ ® %) cos (u — v), pour tirer de I’équation (10)
la relation
e @B cos (a—B) + et BtV cos (B —y) + eV ¥ cos (y —a) = p,

que l'on soustrait de (11) pour obtenir
aet@rP L petBin) L gptlvia) —y (12)

a coefficients non-négatifs a=1—cos(a —f), b=1—cos(f —y), c=1—cos(y —a).

On commence par écarter le cas ou deux des angles «, f, y seraient égaux, par
exemple «=f, c’est-d-dire a=0, b=c. La relation (12) s’écrit 2be' @A =1y — y,
d’ott a+y =0 (modn), et (11) se réduit & ¢2’*=v42, ot a=f=y=0 (mod ), un
cas particulier de (8).

On écarte ensuite le cas ou deux des angles «, f, y seraient soit opposés, soit supplé-
mentaires, c’est-a-dire, par exemple, « = —y (mod 2 7); on se retrouve ici encore au
cas (8). a + ¥ =z (mod 2 n) appartient au cas (6).

Désormais la relation (11) représente la composition de trois vecteurs unité d’in-

> a

clinaisons distinctes non nulles (mod =), et (12) celle de trois vecteurs non nuls a, b, c,
paralléles aux premiers et de mémes sens, les deux résultantes demeurant, elles aussi,
paralléles. Les deux polygones de vecteurs sont donc semblables, et la proportionnalité
des cOtés exige

la—Bl=|p—vI=ly—«af. (mod 2 n)

De trois signes, deux doivent étre les mémes, on a donc essentiellement

.

a-ﬂzﬁ_;fz%(oc——y)z_—]~;(y——a). (mod 2 =)

Le signe — est exclu par I'hypothése a 7% y. Le signe -- donne

a—ﬂzﬁ——y‘:"y——a—:‘%n; (mod 2 n)

c’est le cas (6). Mlle R, C. H.YounG (London).

Weitere Losungen sandten: C. BINDSCHEDLER (Kiisnacht), F. GoLpNER (London),
R. LAUFFER (Graz), A. StoLL (Ziirich).

Aufgabe 77. Die Zahl des Geburtsjahres eines beriihmten schweizerischen Mathe-
matikers hat folgende Eigenschaften: Die Quersumme der Zahl, die Summe und Diffe-
renz der dritten und vierten Ziffer und die letzte Ziffer selbst sind alles von Null ver-
schiedene Quadratzahlen. Ebenso bilden die ersten zwei Ziffern als Zahl im Zehner-
system gelesen eine Quadratzahl. L. LEaMANN (Bern).

Liosung: Es sei 1000a+ 1005+ 10c¢+d die zu bestimmende Zahl. Da sic ein
schon vergangenes Datum darstellen soll, kann a nur 1 sein, also mul & =6 sein, da
10 a + b eine Quadratzahl ist. Da ¢ +d, ¢ —d, d von Null verschiedene Quadratzahlen
sind, kann d nur die Werte 1, 4, 9 annehmen, denen wegen der Bedingung, daBl ¢ +d
ein Quadrat ist, nur folgende Werte von ¢ entsprechen: 0, 3, 8; 0, 5; 0, 7. Weil auch
¢ —d ein Quadrat ist, folgt ¢ =5, d = 4. Die gesuchte Zahl ist also 1654, das Geburts-
jahr von JacoB BErNoULLIL Die erste der fiinf Bedingungen, daBl die Quersumme
a + b+ ¢ +d eine Quadratzahl ist, wurde nicht benutzt und ist also iiberfliissig.



Aufgaben 139

Muf die Zahl nicht ein Datum sein, so konnen wir leicht alle Zahlen angeben, die den
fiinf Bedingungen geniigen. Da ¢ =5 und d =4 ist, miissen wir nur noch 10a -+ b
und @ 4+ b+ 9 zu Quadratzahlen machen. Es sind nur die Fille a=0, b=0; a=1,
b=06; a=2, b=>5 moglich, die die Zahlen 54, 1654, 2554 ergeben. S.Ciampa (Pisa).

Weitere Losungen sandten: J.Binz (Biel), F. GoLbNER (London), L. KIEFFER
(Luxemburg), R. LAUFFER (Graz), K. RIEDER (Riehen), T. REicH (Glarus), E. RoTH-
DEsMEULES (Luzern), E. RotTEMUND (Ziirich), H. R. SpeICH (Ziirich).

Aufgabe 78. Ein Pyramidenstumpf hat die Grundfliche G, die Héhe 2 und das
Volumen V=~%hG(1/3=k=1). Welchen Wert hat das Ahnlichkeitsverhiltnis von
Grund- und Deckfliche ? E. Trost (Ziirich).

Liésung: Das Ahnlichkeitsverhiltnis von Grund- und Deckfliche ist A =)/g [JG. Aus
V=1 (G+VGg+g)|3=khG ergibt sich die Gleichung A2+ Ai— (3k—1)=0 mit
A= ([/TZNTQ?— 1)/2. Die Grenzfille k=1, A=1 bzw. k= 1/3, 1= 0 entsprechen dem
Prisma bzw. der Pyramide. E.RoTH-DESMEULES (Luzern).

Losungen gingen ferner ein von H. Bier1 (Bern), H. FAEENDRICH (Bern), F. GoLD-
NER (London), L. KierrFer (Luxemburg), R. LAUFFErR (Graz), T. ReicH (Glarus),
A. ScawaRrz (Seuzach), H. R. SpeIcH (Ziirich).

Aufgabe 79. Zwei Ebenen senkrecht zur Diagonale eines Wiirfels teilen dessen
Volumen in drei gleiche Teile. Man zeige, dal3 diese Ebenen die Diagonale nahezu (jedoch
nicht genau) im Verhédltnis 17:6:17 teilen. G.PowLvA (Stanford, USA.).

7. Losung: Der Mittelschnitt des Wiirfels mit der Seite 1 normal zur Diagonale

D =/3 ist ein regelmiBiges Sechseck mit der Seite 0,5d, d =}/2, also M =10,75)/3.
Ein Parallelschnitt im Abstand x ist ein gleichwinkliges Sechseck mit der Seitenfolge
ababab, wo a+b=d und a:b=(D/6+ x):(D/6 — x). Die Fliache dieses Schnittes ist

G=025[(a+2b)2—3b2)3=075(1—42%)3.
Wegen der Drittelung des Wiirfelvolumens ergibt sich mit der.Simpsonschen Formel

L 2"<24€'(7',:if‘/’l oder  123)3—0x)3 1 2=0.
ke b

Setzt man ¥ =0,5y |/§, so folgt die Gleichung
27 y3— 27y -4 =0,

Der Niherungswert y = 0,15 gibt die Newtonsche Verbesserung von 0,0016 und die
Teilung 17:6:17. R.LAUFFER (Graz).

Dieselbe Losung sandte Herr K. RIEDER (Riehen). Er gibt den genaueren Wurzel-
wert y = 0,1516347 an. Durch Entwicklung in einen Kettenbruch findet er als vierten
Niherungsbruch den besseren Naherungswert 5/33. Hieraus ergibt sich als einfaches
Verhiltnis der Diagonalabschnitte mit besserer Anndherung 14:5:14.

2. Lésung: Verlingert man drei von derselben Wiirfelecke ausgehende Kanten (Lange 1)
um # und schneidet den Wiirfel durch die die drei Endpunkte verbindende Ebene, so
findet man sofort fiir das Volumen des duBleren Wiirfeldrittels {(1+4 x)3—3 x3}/6 = 1/3.
Daraus ergibt sich die Gleichung

2x%3-3x2-3x+4+1=0. (1)
Fiir das gesuchte Verhiltnis, y = Mittelstiick : Endstiick, gilt dann:

1-2x

A | (2)
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Die Gleichung (1) fiir » ist fiir die numerische Rechnung bequemer als die aus (1)
und (2) resultierende Gleichung fiir y. Man verifiziert leicht x; = 1/4 als Niherungs-
l6sung von (1). Ferner folgt aus (1):

23 -3 x2 411

Das gibt, beginnend mit #;, ein gut konvergierendes Iterationsverfahren:

2= =P\ %0) ™ 00 .
2
5

Somit:

B 18 6 182
yl— yz— 51~17’ y3_—- 509'

A. StoLL (Ziirich).

Weitere Losungen sandten A. Bager (Hjgrring, Danemark), L. Kierrer (Luxem-
burg), G. NEUWEILER (Olten), T. REicH (Glarus).

Aufgabe 81. On considére un prisme triangulaire dont la section droite est équi-
latérale. Montrer qu’une section plane quelconque forme avec les faces trois angles
dieédres d,, d,, d; qui satisfont a la relation cosd, + cos d, + cosdy = 0.

L. Descroux (Fribourg).

1. Losung: Z, b und ¢ seien Einheitsnormalvektoren der Seitenflichen des Prismas,

» Einheitsnormalvektor der Schnittebene. Da @+ b + ¢ =0, ergibt sich durch skalare

Multiplikation mit n: na+nb+nc=0, d.h. cos 0; + cos dy + cos 3= 0. Dieser Be-
weis ilibertrigt sich auf jedes reguldre n-Eck als Normalschnitt.

A.BAGeR (Hjgrring, Danemark).

2. Lisung: La question posée peut étre généralisée: Si un prisme a pour section droite
un polygone régulier ou, plus généralement, un polygone dont tous les angles sont
égaux, une section plane quelconque forme avec les faces des angles dieédres d;, d,, ...
dont la somme des cosinus est nulle.

Soit ABC... un polygone de = cdtés dont tous les angles sont égaux, section droite
d’un prisme coupé par un plan quelconque yp. Soit p la perpendiculaire abaissée d’un
point O dans I'intérieur du polygone sur y. Les angles §, formés par y avec les faces du
prisme sont également ceux formés par p avec les perpendiculaires abaissées de O sur
AB, BC, .... On est donc ramené 4 1’énoncé suivant: Etant données dans un plan ¢
»n demi-droites orientées, issues d’un méme point O et formant entre elles des angles
égaux, toute demi-droite issue de O forme avec ces #» demi-droites des angles J, dont la
somme des cosinus est nulle. Si # est pair, le résultat est immeédiat, car les angles
formés par p avec deux demi-droites opposées sont supplémentaires. Si # est impair,
reportons sur p une distance OP =1 et projetons P orthogonalement en P, sur le plan ¢.
Soit « 1'angle formé par OP, avec un des rayons voisins et f=2 n/n langle de deux
rayons consécutifs. On a

cosd; + cosdy + «

= OP, [cosa + cos(f —a) + cos(f + a) + cos (2B — o) +cos(2B 4 o) + +«+]

7)-
La quantité entre parenthéses est la somme des parties réelles des racines de ’équation

2" — 1 =0, donc nulle. C.VuiLLE (La Chaux-de-Fonds).

Weitere Losungen sandten F. GoLDNER (London), L. KIerrer (Luxemburg),
R.LAUFFER (Graz), G. NEUWEILER (Olten).

= OP,(cosa+ 2cosfcosa+ 2cos2ffcosa + +++)

———OPlcosa(l +2cosf+2cos2fB+ -
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Neue Aufgaben

106. Gegeben sind ein Strahlenbiischel mit dem Mittelpunkt M und ein von M ver-
schiedener Punkt 4 in der Ebene des Strahlenbiischels. Man durchlaufe von A
aus cine vollig stetige, in 4 endende Kurve, die mit jedem Strahl des Biischels
genau einen Punkt gemeinsam hat. Wenn die Kurve keine Gerade ist, besitzt sie
entweder mindestens drei Wendepunkte oder mindestens cinen Wendepunkt und
mindestens eine Spitze. (Eine Kurve hei3t «vollig stetig», wenn sie sowohl beziig-
lich ihrer Punkte als auch ihrer als existierend vorausgesetzten Tangenten stetig
ist. Sie braucht hingegen nicht algebraisch, auch nicht einmal analytisch zu sein.)

L.LocHER-ERNsT (Winterthur).

107. Ein vollig stetiger Bogen (siehe Aufgabe 106) ohne Singularititen (Wendepunkte,
Spitzen, Doppelpunkte, Doppeltangenten, Ecken, Strecken) werde unter Ver-
meidung jeder Singularitit {iber seine beiden Enden hinaus unbegrenzt fortgesetzt;
dann existieren eine konvexe Hiille und ein konvexer Kern, denen sich der Bogen
anschmiegt. Hierbei kann der Kern wie auch die Hiille ein konvexes Vieleck sein;
ersterer kann insbesondere in einen Punkt, letztere in eine Gerade ausarten.

L.LocHER-ERNST (Winterthur).

108. Wie Aufgabe 106, mit dem Unterschied, da3 mehrfache Punkte, aber keine anderen
Singularitdten, zugelassen werden. Der unbegrenzt fortzusetzende Bogen besitzt
dann nur Doppelpunkte und notwendig zwei konvexe Hiillen, die keine gemein-
same Tangente und hochstens vier gemeinsame Punkte besitzen.

L.LocHER-ERNST (Winterthur).

109. Es sei C ein Kreis auf der Kugel K. Man bestimme den geometrischen Ort der
Spitzen derjenigen Kegel mit der Leitlinie C, deren zweite Schnittkurven mit K
Kreise mit festem Radius sind. VICENTE INGLADA (Madrid).

110. Es sei C einc gegebenc Kurve aullerhalb einer Ellipse £. Von den Punkten P von C
werden die Tangenten an E gezogen. Fiir welche Punkte P hat das von der Be-
rithrungssehne abgeschnittene Ellipsensegment maximale oder minimale Flache ?

VICENTE INGLADA (Madrid).

/11. Beieinem Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ ist die Potenz des Schwerpunktes in bezug
auf den Umkreis gegeben durch — (a%+ 0%+ ¢2)/9. Man formuliere und beweise
den entsprechenden Satz fiir » Punkte auf ciner Kugelfliche beliebiger Dimensions-
zahl (in einem euklidischen Raum). A.StoLL (Ziirich).

/12. Ein Dreieck, bei dem der Abstand des Schwerpunktes vom Umkreismittelpunkt
einem Drittel des Umkreisradius gleichkommt, ist rechtwinklig. Das Umgekehrte

ist evident. A.StoLL (Ziirich).
773. Kann die Summe der ersten # Kubikzahlen fiir # > 1 wieder eine Kubikzahl sein ?
(Vgl. Aufgabe 71.) E.Trost (Ziirich).

Literaturiiberschau

G. Rrccr: Figuve, veticoli e computo di nodi
Rendiconti del Seminario matematico e fisico di Milano 19, 165-205 (1948)

Der aus einem Vortrag entstandene Aufsatz berichtet iiber die Entwicklung eines
klassischen Problems aus der geometrischen Zahlentheorie. Es handelt sich um die
Abschitzung der Anzahl 4(x) der Gitterpunkte eines quadratischen Gitters, die inner-

halb oder auf dem Rand einer Kreisscheibe (vom Radius [/x) oder eines allgemeineren,
vom Parameter » abhingenden Eibereiches C, von der Fliche F(x) liegen. Dic Aus-
sagen sind von folgendem Typus: A(x) =F(x)+ O0(#*), wo O(#*) eine Funktion von
der GroéBenordnung #” bedeutet, d.h. lim O(x”)/#” ist endlich.

X > 00
Fiir den Kreis ist schon von Gauss » = 1/2 gefunden worden. Die Abschatzung wird
um so besser, je kleiner » gewdhlt werden kann. Unter gewissen Beschrinkungen fiir
die Kriimmung von C,, gilt nach vAN DER CORPUT » = 1/3. Besonderes Interesse be-
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