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116 Aufgaben

insofern eine T4duschung, als die Rundungsfehler so gro3 werden konnen, dal3 sie diese
Entscheidung nicht mehr erlauben. Transformiert man etwa die Gleichung

folz) = 2% — 4 2% + 5999951 22 — 4 241 =0 (4)

und rechnet dabei mit vier Dezimalen, so enthalten die Koeffizienten der dritten Trans-
formierten bereits Fehler von 29/, die der vierten solche von 35°/, und in der fiinften
wachsen die Fehler auf iiber 500°/y an!

Es ist dann allerdings auf anderem Weg (mit funktionentheoretischen Hilfsmitteln
und durch Einfithrung des sogenannten Newtonschen Diagramms) gelungen, die
Methode von GRAEFFE in dieser Beziehung zu vervollstindigen. Auf Einzelheiten
kann im Rahmen dieses Berichtes nicht eingegangen werden. Der Leser sei dafiir auf
die Arbeit von A.OsTROWSKI, Rechevches suv la méthode de Graeffe et les zévos des poly-
nomes et des séries de Laurent (Acta math. 72, 99 [1940]) verwiesen.

Die Gleichung (4) zeigt iibrigens sehr schén, daBl — obwohl natiirlich die Wurzeln
stetig von den Koeffizienten abhangen — eine geringe Anderung der letzteren einen
betriachtlichen EinfluB8 auf die Wurzeln haben kann. Die Gleichung 148t sich ndmlich
elementar lésen, indem sich die linke Seite als Differenz zweier Quadrate schreiben
lagt. Die Wurzeln sind:

2; ~ 1,0872; 2y ~ 0,9198; 23,4 &~ 0,9965 4 0,0836 1.

Rundet man aber den mittleren Koeffizienten auf 6, so erhidlt man die Gleichung
(2 —1)4=0, deren Wurzel z=1 gegeniiber den obigen genaueren Werten Fehler
(beziiglich Betrag) von 19/,, bis 87%/,, aufweist, obwohl der Rundungsfehler beim
Koeffizienten nur rund 0,019/, betriagt!

Der Referent wies im Anschluf3 an diese Feststellungen noch darauf hin, da3 die un-
vermeidlichen Rundungsfehler auch der Verwendung der modernen Riesenrechenma-
schinen eine Grenze setzen. W. Proxor.

Aufgaben

Aufgabe 70. Let 7, x,, ..., x, be any #» real numbers and let be
n nn-1)/2
LZ =)
E,=-—=
L) § PRy
r<s

Prove that the minimum values of E, are 4 when » = 3, and 256 when n = 4.
L. J.MorpELL (Cambridge [England]).

Lisung: Wir diirfen x, = x, = x; = x, voraussetzen.

1. Um das Minimum von Eg(x,, x,, #;) zu bestimmen, zeigen wir zunichst, daB
E (%,— x5, 0, x3— x,) < Eg(#,, #,, #3). Der Nenner bleibt offensichtlich unveridndert,
und fiir den Zahler erhdlt man

(J#1— %o | + [ Ha— %2 )= (%1 — 23)3 S (| 21| + | %)) < (| %0 ] + | %] + | %3])3,

wenn #,% 0. Soll E; nicht mehr verkleinert werden konnen, so muf3 also x,=0 sein
und damit x, > 0, x; < 0. Hieraus folgt

(|x1|+|x3|)3 (71— 73)3 (71— x3)® (%14 #5)° ‘
E.= s = AN 4 = 0.
B xy(— #g) (%1— 7y xy (— #g) (% — xy) ¥3 (—23) x1(— %3) T

Der minimale Wert von E, ist also 4.
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2. Wir ersetzen die », durch y,, wo vy, = (¥, — #,)/2= — y, und y, = (¥, — %;)/2 = —y,.
Dann ist Y |y,|= ¥, —x,+ %, — 2, = X'|#,;|; der Zihler kann sich also nicht vergrs-
Bern. Ferner gilt y; —y,=x, — ¥4, ¥, — V3= 4, — %, und
1 1
Vim Ve =Vs— Va= 5 (#1— %4) — > (2 — 7,)

= ‘;* (1— x9) + ; (#3— #g) =V (¥1— #g) (%— 2y,

1 1 o
Vi— V3=Ya— Vg= > (%1 — %) + o (#g— ) = V(xl— X3) (¥p— ).

Somit ist IT|y,— ys| = II|x%,— x,|, so daB der Nenner sich nicht verkleinert. Der
Wert von E, wird also bei dieser Substitution sicher nicht vergroBert. Wir bestimmen
daher das Minimum von

= Elnl® 2+t
! My, -y V1 ¥e (11— ¥a)?
r<$
Setzt man y,/y,=u > 1, so wird E}= 2%(u + 1)~ (1 — 1)~2. Fiir die Extremstellen
findet man wegen w= 41 die Gleichung #?—6u+1=0, so daB3 (#+ 1)2=8u% und
(# —1)2=4 u. Hieraus ergibt sich fiir E, der Wert 256, der das gesuchte Minimum
ist, da kein relatives Maximum existiert. F.GoLpNER (London).

Aufgabe 76. Das dem Kreise mit der Fliche K einbeschriebene regelmaBige Polygon
von der Fliche P rollt ohne zu gleiten auf einer Geraden. Eine Ecke beschreibt dabei
einen aus Kreisbogen zusammengesetzten Kurvenzug. Man berechne den Inhalt der
durch den Kurvenzug und die Gerade begrenzten Flichenstiicke.

G.TorpIioN (Ziirich).

Lisung: Die gesuchte Fliche F besteht aus Kreissektoren, deren Zentriwinkel alle
gleich dem AufBlenwinkel des Polygons sind, und aus dazwischengeschobenen Teil-
dreiecken des Polygons, die zusammen die Polygonfliche P ausmachen. Die Sektor-
radien sind die Verbindungsstrecken zwischen der den Kurvenzug erzeugenden Ecke A4
und allen andern Ecken des Polygons.

Ist » die Eckenzahl des Polygons und » sein Umkreisradius, dann ist das Quadrat
eines solchen Sektorradius, gemdfB dem Kosinussatz, gleich 2#2%(1 —cos2 & v/n),
v=1, 2, ..., n. Dem Fall v = entspricht die Drehung um A selber, welche nichts bei-
trigt, und in der Tat ist dann der Klammerausdruck gleich Null. Die Summe der
Kosinusse iiber » von 1 bis # ist ersichtlich Null (Schwerpunktsabszisse der n-ten Ein-
heitswurzeln in der Ebene der komplexen Zahlen). Daher ist die Summe aller Kreis-
sektoren gleich (n/n)-27%- n=2nv2=2K.

Daraus ergibt sich: F=P- 2 K.

Anmerkung. 1. Die Uberlegung dndert sich nicht, wenn an die Stelle der Leitgeraden
ein m-seitiges regulires Leitpolygon tritt (m = #), dessen Seiten gleich lang sind wie
die des Rollpolygons. Es ist dann lediglich der Zentriwinkel 2 n/n der Kreissektoren
zu ersetzen durch 2 m/n -4 2 n/m, wobei das Plus- oder Minuszeichen gilt, je nachdem
das Rollpolygon auBen odcr innen auf dem Leitpolygon abrollt. Demnach wird

. n
E, =P42K (11: m)
Fiir m < #n entstehen teilweise uniibersichtliche Uberschneidungen.

2. LaBt man m und #» bei festem Verhidltnis gegen unendlich gehen, so erhilt man
die bekannten Flichenformeln fiir Zykloidenbégen. Zum Beispiel: Gewdhnliche
Zykloide: n/m=0, F=3K. Dreispitzige Eyizykloide: n/m=1/3, F=11 K/3. Drei-
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spitzige Hypozykloide: F =7 K/3. Kardioide: #=m, F =5 K (ohne den umschlossenen
Leitkreis). A.StoLL (Ziirich).

Herr W.LUssy (Winterthur) teilt folgende Erweiterung des obigen Resultates mit:

Ein reguldres #-Eck habe die Seite a4, den Umkreisradius » und auf dem Lot vom
Mittelpunkt M auf die Seite, die am Anfang der Bewegung auf der Gerade g liegt, sei
die Strecke M T =1t abgetragen. Die Fliche F zwischen der Bahn von T bei einer
vollen Umdrehung des Vielecks, den begrenzenden Ordinaten und g soll berechnet
werden. Die Verbindungsstrecken von 7T zu den Ecken des Vielecks seien der Reihe
nach mit g,, 9,, ..., 0, bezeichnet. Es ist

Q§:y2+t2-—27tcos(2v~1)%. (v=1,..., 5

F setzt sich zusammen aus %+ 1 Dreiecken, die der Reihe nach den durch die g, im
Vieleck erzeugten Dreiecken kongruent sind (das erste und das letzte bilden zusammen
ein solches Dreieck) und deren Summe folglich P ist, und aus # Sektoren mit dem
gemeinsamen Zentriwinkel 2 n/n, deren »-ter den Radius g, hat. Die Summe dieser
Sektoren ist

n
94 7 2nart
2y 42 , [l e <t E —
" IEV(W +t*—2vtcos(2w l)n) nri4+mt cos(2v—1)

"
Es isthos(z v —1)zm/n =0 als Realteil der Summe der Wurzeln von 2"+ 1=0.

1
Folglich ist
F=P+ K + Ky,

wenn mit K, die Fliche des Kreises mit dem Radius M T bezeichnet wird. Bei Beriick-
sichtigung geeigneter Vorzeichen gilt das Resultat auch, wenn T auBlerhalb des Viel-
ecks liegt.

Fiir #->o00 ergibt sich ein bekannter Satz iiber die Zykloide (z. B. bei Loria,
Spezielle algebraische und transzendente Kurven, Bd. 2, S. 80).

Weitere Losungen gingen ein von C.BinDscHEDLER (Kiisnacht), J.Binz (Biel),
F. GoLDNER (London), L. KierrFER (Luxemburg), R. LAUFFER (Graz), T. RE1cH (Glarus),
K.Ri1epeR (Riehen), A. ScawaRrz (Seuzach), R.C.H.Youncg (London).

Neue Aufgaben

99. Im Raum seien eine Ellipse und zwei windschiefe Geraden in folgender Lage ge-
geben: Die Geraden sind je parallel zu einer Ellipsenachse und schneiden beide
das Lot zur Ebene der Ellipse im Mittelpunkt der letzteren. Man betrachtet die
Regelfliche, deren Erzeugenden diejenigen Geraden sind, welche gleichzeitig alle
drei gegebenen Kurven schneiden (Randstrahlen eines paraxialen Biindels bei
einer astigmatischen Linse). Was fiir Kurven sind die ebenen Schnitte parallel
zur Ellipsenebene ? Man beweise, dafl sich darunter immer zwei Kreise befinden,
und berechne deren Lage und Radien. W.Prokor (Winterthur).

700. Im Dreieck 0 <2< p, —px <y <y x (y > 0) sei f(#, y) derart definiert, daB fiir
jedes Punktepaar (#,Y) und (¥, y) in diesem Dreieck

M(Y—-y])
M(x)

1Y) =[x, 9| =¥ —

ist, wo M(x) =xIna/x. # <1 und « sind positive Konstanten. Dann besitzt die
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Differentialgleichung dy/dx = f(x, ) im Intervall o< x<p hochstens eine
Lésung, die = — y ¥ und < y x ist. J.G.vAN DER CorPUT (Amsterdam).

707. In einer Rétselzeitung!) wird behauptet, folgendes Problem habe nur eine Losung:
In einer Gesellschaft von Knaben und Méadchen, die mehr als 10 Kinder umfaft,
werden Lose verteilt, welche genau zwei Gewinne enthalten. Die Wahrscheinlich-
keit, daB3 die Gewinne auf zwei Midchen fallen, betragt 1/10. Wie viele Knaben
und Midchen sind in der Gesellschaft ?

Ist die Behauptung richtig, und welcher Art ist das Problem ?
A. SPEISER (Basel).

102. a) Démontrer que si #, ¥, z sont des nombres rationnels (naturels), le nombre
V#+ 1y +Vz est rationnel dans ce et seulement dans ce cas, ot chacun des
nombres #, y, 2 est un carré d’un nombre rationnel (naturel).

b) Démontrer que si les nombres x et y sont naturels et i/;+ T/; est un nombre
rationnel, alors x et ¥ sont des cubes de nombres naturels.
W. SIERPINSKI (Varsovie).

703. Démontrer que les équations suivantes ont une infinité de solutions en nombres
naturels distincts x, y, 2z:

a) x"+ y"=z""1 (n naturel >1), b) x"+4 y" ="+l (n naturel), ¢) x34 y3=z5,
W. S1ERPINSKI (Varsovie).

704. Un carré et un cercle concentriques empiétent 'un sur 'autre. Trouver le mini-
mum de l’aire comprise entre les deux figures?). (Ce minimum est différent suivant
que c’est le cercle ou le carré qui varie, I’autre figure restant fixe.)

L. KoLLROS (Zurich).

705. Costruire una conica conoscendone due punti e il cerchio di curvatura in un
vertice (non dato). A.LongHI (Lugano).

Literaturiiberschau

ALoO1S SCHMID: Diffevential- und Integralvechnung
149 Seiten, Verlag AG. Gebr. Leemann & Co., Ziirich

Der Verfasser hat sich die Aufgabe gestellt, eine Einfiihrung in Wesen und Bedeutung
der Differential- und Integralrechnung fiir Naturwissenschaft und Technik zu geben.
Er hat diese Aufgabe in den selbst gesteckten Grenzen wirklich geldst. Der Akzent des
Buches liegt auf der Einfiihrung der grundlegenden Begriffe, weniger auf der Ent-
wicklung der Technik des Kalkiils. Es werden nur Funktionen einer Verinderlichen
behandelt; unendliche Reihen fehlen ganz.

An konkreten Beispielen wird der Funktionsbegriff dargelegt und daran werden
Ausfiihrungen iiber graphische Darstellungen und einige Grundbegriffe der analy-
tischen Geometrie angeschlossen. Es folgt sodann die Einfiihrung des Differential-
quotienten und des unbestimmten und bestimmten Integrals. Man kann sagen, daf
diese wichtigsten Stellen des Buches sowohl didaktisch geschickt sind, wie auch allen
billigen Forderungen wissenschaftlicher Strenge geniigen. Das Buch ist ja nicht fiir den
Mathematiker vom Fach geschrieben, sondern wendet sich an einen breiteren Leser-
kreis. Deshalb ist der — iibrigens geschickten — Verwendung der geometrischen An-
schauung bei der Definition von Differentialquotient und Integral zuzustimmen.

1) Settimana enigmistica, Nr.956.
%) 4 Segmente + 4 «Eckenn.
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