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Unter Beriicksichtigung von (59) wird dann
Cir =i C. (62)

Als Beispiel erwidhnen wir das Drehmoment, das eine an der Spitze des Vektors 7
angreifende Kraft I’ erzeugt. Statt der (58) entsprechenden Vektorgleichung

M=7xF (63)
setzen wir nach (60)
M= —r,F,+ F,r,. (64)
Mit -
M = ¢ F sin (7, F) (65)
geht (64) iiber in
My =7 M. (66)

Ganz analog kann man andere dullere Vektorprodukte und andere «axiale Vektoren»
darstellen, so zum Beispiel die Flache, die zwei Vektoren aufspannen, ferner die
Winkelgeschwindigkeit, die magnetische Induktion.
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Kleine Mitteilungen

1. Eine Bemerkung zuv Definition des geometvischen Ovtes

In einigen schweizerischen Lehrmitteln?) ist die folgende Definition des geometrischen
Ortes gegeben: «Ein geometrischer Ort ist eine Linie, auf der alle Punkte liegen miissen
(und keine andern), die eine vorgeschriebene Bedingung erfiillen.» Da3 diese Definition

1) F.GonsetH und P.Marti, Planimetrie I (Orell Fubli, Zurich). — H. Frick, Planimetrie (SchultheB,
Zirich).
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unzuldssig ist (abgesehen davon, da auch in der Ebene ein geometrischer Ort keine
Linie zu sein braucht) erkennt man aus folgendem:

Uberall, wo der Begriff des geometrischen Ortes gebraucht wird, kann das Attribut
«geometrisch» weggelassen werden, ohne daf3 die Ausdrucksweise an Deutlichkeit ver-
liert. Beispiel: der Satz: «Der Ort aller Punkte, die von zwei festen Punkten gleich weit
entfernt sind, ist die Mittelsenkrechte zur Verbindungsstrecke dieser Punkte» ist nicht
weniger deutlich als der Satz: «Der geometrische Ort aller Punkte usw.». LaBt man
aber in der obigen Definition des geometrischen Ortes das Attribut «geometrisch» weg,
so erhdlt man den Satz: «Ein Ort ist eine Linie, auf der alle Punkte liegen miissen usw.».
Dies ist eine vollkommen sinnlose Aussage.

Wo sich der Fehler eingeschlichen hat, wird klar, wenn wir zum Vergleich die Defini-
tion des geometrischen Ortes heranziehen, die der italienische Geometer FEDERIGO
ENRIQUES in einem elementaren Geometriebuch?) gibt. Es hei3t dort (wortlich iibersetzt) :

«Eine Figur hei3t geometrischer Ovt (oder bloB Ort) aller Punkte, die eine gewisse
Eigenschaft haben, wenn

a) alle Punkte der Figur diese Eigenschaft haben;

b) jeder Punkt, der diese Eigenschaft hat, der Figur angehort». (Die Hervorhebung
findet sich so im zitierten Text.) :

Wie wir sehen, wird die Definition des geometrischen Ortes in dem Moment sinnvoll,
wo wir nicht das Wort «geometrischen Ort», sondern den festen Ausdruck «geometri-
scher Ort aller Punkte, die eine gewisse Eigenschaft haben», definieren. AuBerdem
ist in der Definition «Figur» bedeutend gliicklicher als «Linie».

Nun kann man sich allerdings fragen, ob man den Schiilern eine solche Definition
noch zumuten soll. Denn das Wesentliche daran ist ja, daB sie das «Notwendige und
Hinreichende» enthilt. Das «notwendig» bzw. die Bedingung b in der Definition von
ENrIQUES ist aber in der Ausdrucksweise «der geometrische Ort aller Punkte, die...,
ist...» schon enthalten. Diskutabel ist vielleicht das Wortchen «aller». Es scheint mir
aber, daB sich eine Definition iiberhaupt eriibrigt, wenn man diese Ausdrucksweise
dahin abdndert, da3 man sagt: «der geometrische Ort genau derjemigen Punkte, die...,
ist...»%). K. F.MorPERT, Basel.

I1. Eine geometrische Kennzeichnung dev Primzahlen

Nach einem bekannten Satz?) ist der Inhalt eines Gitterpolygons P in der Ebene durch
. Y
—1 4

i—1+ - (1)

angegeben, wobei 7 und » die Anzahl der im Innern bzw. am Rande von P liegenden
Gitterpunkte bezeichnen. Daraus 1d8t sich ein Kriterium geometrischer Natur fiir die
Primzahlen gewinnen.

Sei n (= 2) eine natiirliche Zahl. Mit D, (k =1, ..., ») bezeichnen wir das Dreieck,
das durch die Eckpunkte (0, 0), (n, & — 1), (n, k) bestimmt ist. Jedes dieser » Dreiecke
hat denselben Inhalt #/2. Im Innern von D, und D,, liegen offenbar keine Gitterpunkte.
Wir beweisen den folgenden

Satz: Ist n+ 4, so ist n dann und nuv dann eine Primzahl, falls alle Drveiecke D,, ...,
D, _, dieselbe Anzahl von Gitterpunkten im Innern enthaltent).

Beweis. Fiir n = 2 ist der Satz trivial, da dann eigentlich keine Dreiecke D, (1< k< %)
vorhanden sind. Sei nun # = p eine ungerade Primzahl. Dann liegen am Rande der
Dreiecke D,, ..., D,_, nur die drei Eckpunkte, und so folgt aus (1), daB alle diese Drei-
ecke genau (p — 1)/2 Gitterpunkte im Innern enthalten.

1) F.E~nrigues und U. AmaLpi, Geometria Elementare, 1.Teil (Zanichelli, Bologna 1937), S.66.

2) Warum nicht so: Der geometrische Ort derjenigen Punkte, die eine vorgeschriebene Eigenschaft
haben, ist... (samt a und b)? E.V,

3) H.StriNuAUs, Mathematical Snapshots (1938), S. 17.

4) Es ist bemerkenswert, daB n = 4 auch beimn Beweis des Wilsonschen Primzahlkriteriums einen Aus-
nahmefall bildet. Man kann sagen, daB fur #» = 4 auch jenes Kriterium «nur zufilligerweise» richtig ist.
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Sei nun # = ¢ s > 4 eine zusammengesetzte Zahl, wobei ¢ den kleinsten eigentlichen
Teiler von » bezeichnet. Dann enthilt D, keinen oder nur einen Gitterpunkt — néamlich
(n/2, 1) — an seinem Rande (abgesehen von den Eckpunkten), je nachdem ¢ > 2 oder
g = 2 ist. Dagegen hat D; den Gitterpunkt (¢, 1) bzw. noch die weiteren Gitterpunkte
(2,1), (4, 2), ..., (n—2, »/2—1) an seinem Rande (entsprechend den beiden Fillen),
woraus nach (1) folgt, daB3 D, in jedem Falle eine groBere Anzahl von Gitterpunkten
als D, im Innern enthdlt. Damit ist der Satz bewiesen. P.MeEDGYESSY, Debrecen.

Bericht

Zur Graeffeschen Methode fiir die Auflosung algebraischer Gleichungen

(Zusamunenfassung eines Vortrages von Herrn Prof. Dr. A. OSTROWSKI
im Mathematischen Kolloquium Winterthur am 13. Februar 1950)

Die Koeffizienten a, in der Gleichung
folod)=ag+a,24++-4+a,2"=0 (1)

sind symmetrische Funktionen der Wurzeln ¢, {,, ..., {, der Gleichung. Eine Grund-
idee des Verfahrens von GRAEFFE ist, diese Symmetrie zu zerstdren, indem Ausdriicke
(Funktionen der Koeffizienten) konstruiert werden, fiir deren Wert wesentlich nur noch
eine Wurzel malgebend ist. GRAEFFE verwendet dazu die «Transformierten» der Glei-
chung (1), d. h. Gleichungen, deren Lésung die zweiten, vierten, achten usw. Potenzen
der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind. Es sind dies:

———-a'“kll ~a(k)_+_a _+..--+-aif)zn::0_ (k:2,4,8,16,..-)

Das Polynom f,,(2) kann berechnet werden, indem man das Produkt

(—1)" fi(2) ful—2) = ap H H<z+ c2k) —a“]’[ — ¢tk

v=1

bildet und darin 22 durch z ersetzt.

Denkt man sich die Wurzeln der Gleichung (1) so numeriert, daB |{;| = |6 < ---
< |¢,|, und gilt fiir ein bestimmtes m: |, |<|{, | so folgt aus den Bezichungen
von VIETA:

lim a®) (8,41 Cpya o G2 = (=)™ "l (2)
k— o0

Gilt sogar
lcmwl|< Icml < Icm—f—ll’ (3)

7Y R —
(%)
. An -1
Cm = lim - #A(Ak)_ 3
k— o0 a’m

woraus theoretisch ¢,, berechnet werden kann. Diese Formel gilt aber nur unter der
Voraussetzung (3), und die Werte von m, welche diese Bedingung erfiillen, sind nicht
zum vornherein bekannt. GRAEFFE glaubte, die Schwierigkeit mit der folgenden Uber-
legung iiberwinden zu konnen: Fiihrt man die Berechnungen mit einer festen Zahl
von bedeutsamen Ziffern durch und ergibt sich bei dieser Genauigkeit fiir alle &k > &,

Ubereinstimmung der Zahlen am und [af,’f)]z, so ist |{,,| < |{,41]- Leider ist das

so ergibt sich aus (2):
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