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betrachtet werden, sehr hdufig vorkommt, unter sehr allgemeinen Voraussetzungen
iiberhaupt die einzige mogliche Verteilung darstellt. Wenn sich beispielsweise ein
Teilchen in aufeinanderfolgenden Schritten vom Nullpunkt aus lings einer Geraden
bewegt und x;, den Zuwachs der Abszisse beim k-ten Schritt bedeutet, so stellt die
totale Abszisse x = x;+ .-+ x, eine stetige stochastische Variable dar, und das
Ganze wird als ein stetiger stochastischer Proze3 bezeichnet. Nach den vorausgegan-
genen Ausfithrungen ist es verstdndlich, daB x sehr hiufig einer Normalverteilung
gehorcht. Es sind vor allem russische Mathematiker, wie KHINTSCHINE und KoLmo-
GOROFF, und daneben der Franzose P.LEvy, welche die stochastischen Prozesse
untersuchten und auch enge Beziehungen mit der Theorie gewisser partieller Dif-
ferentialgleichungen (parabolische und elliptische Typen) entdeckten. Nach der neue-
sten Entwicklung in den USA. versucht man umgekehrt, partielle Differentialglei-
chungen als einen stochastischen ProzeB zu interpretieren und mit den modernen
Rechnungsmaschinen numerisch zu behandeln und zu 16sen. Tatsidchlich 6ffnen sich
damit jetzt neue und vielleicht sehr fruchtbare Méglichkeiten der Anwendung der
Wahrscheinlichkeitsrechnung aut die Analysis.

Nach Aussagen namhafter Biologen wire es sehr wertvoll, wenn unsere schweizeri-
schen Mittelschiiler und insbesondere auch die Gymnasiasten eine bescheidene Ein-
fithrung in die allerelementarsten Iragestellungen und Begriffe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und mathematischen Statistik in ihrem Mathematikunterricht er-
hielten?). Als Mathematiker kann ich mich diesem Standpunkt nur anschlieBen. Es
ergibt sich hier eine neue Moglichkeit, die Mathematik mit andern Wissenschaften
zu verkniipfen und die erkenntnistheoretische Tragweite ihrer Methoden von allge-
meinen Gesichtspunkten aus zu beleuchten.

Zum Schlusse seien einige Biicher aus der iiberaus umfangreichen Literatur be-
treffend Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik genannt:
v.MisEs, Wahrscheinlichkeitsvechnung (S. Rosenberg, Publishers, New York 1945).
H.CraMER, Mathematical Methods of Statistics (Princeton 1940).

A.KHINTSCHINE, Asymptotische Gesetze deyv Wahvscheinlichkeitsvechnung (Springer,
Berlin 1933).

A. KoLMOGOROFF, Grundbegriffe dev Wahvscheinlichkeitsrechnung (Springer, Berlin 1933).

WALTER SAXER, Ziirich

Die Steinersche Hypozykloide

Vorbemerkung: JAKOB STEINER hat die wichtigsten igenschaften dieser Kurve im
Jahre 1856 bekanntgegeben, nach seiner Gewohnheit ohne Beweise (Ges. Werke,
Bd. 2, S.641-647). CLEBSCH, CREMONA, BATTAGLINI, PAINVIN, LAGUERRE u. a. haben
das Thema aufgegriffen, zum Teil unter allgemeinen Gesichtspunf{ten. Eine reiche
Fiille von Eigenschaften findet man in einer neueren Arbeit von J.LEMAIREZ2). Die
vorliegende Arbeit schopft aus diesen Quellen, geht aber zum Teil eigene Wege. Sie
will auf den schénen und so leicht erreichbaren Garten hinweisen, indem sie eine Aus-

1) Siehe z.B. H. StouLER, Algebra, leitfaden dritter Teil (Unterrichtswerk des Vereins Schweizeri-
scher Mathematiklehrer) (Orell Fuli Verlag, Zurich 1938).
2) J.LEmAIRE, Hypocycloides et Epicycloides (Vuibert, Paris 1929).



56 A.StoLr: Die Steinersche Hypozykloide

wahl von Eigenschaften, ausgehend von den besonderen Gegebenheiten der Kurve und
unter Verzicht auf Verallgemeinerungen, in elementargeometrischer Weise entwickelt
und zeigt, wie sich in ihnen allgemeine Eigenschaften des Dreiecks widerspiegeln.
Solche werden daher in einem ersten Abschnitt zusammengestellt. Ein paar nahelie-
gende und einfache Grenziiberginge werden nicht verschmidht. Dagegen fallen, aus
Raummangel und um den elementaren Charakter der Arbeit nicht zu stéren, alle
Eigenschaften weg, bei denen Kegelschnitte eine Rolle spielen. Da man wohl die
Trauben geniel3t, aber nicht die Winzer, werden keine Autornamen genannt, ausge-
nommen dort, wo solche als Sachbezeichnung dienen.

Dreieckseigenschaften

Bezeichnet man im Dreieck ABC (Figur 1) den Hohenschnittpunkt mit H, die
Seitenmitten mit 4,, B, C;, die HohenfuBpunkte mit 4,, B,, C, und die Mitten der

Tig. 1

oberen Hoéhenabschnitte mit A1, B1, Ct, dann sind 4;B! und B;A' zu CH parallel
und je halb so lang, und auBlerdem ist 4,B; zu CH normal. 4,4! und B;B? sind
daher Rechtecksdiagonalen, halbieren sich somit und sind gleich lang. Dasselbe gilt
von B;B! und C,C. Alle drei sind daher Durchmesser desselben Kreises, und die
HoéhenfuBpunkte liegen als Scheitel rechter Winkel iiber Durchmessern ebenfalls auf
ihm. Dieser «Feuerbach-Kreisy ist in bezug auf H zum Umkreis von 4 BC homothe-
tisch und also halb so grol wie dieser.

Der Mittelpunkt F des Feuerbach-Kreises halbiert somit die Verbindung von H
mit dem Umkreismittelpunkt U, und es ist HA! so lang wie U4, . Deshalb teilen sich
HU und AA, im Verhiltnis 2:1, so daB ihr Schnittpunkt S Schwerpunkt von 4 BC
ist. Die vier Punkte U, S, F, H liegen in dieser Reihenfolge auf der «Euler-Geraden»
und haben das Abstandsverhaltnis 2:1:3. :

Auf dem Feuerbach-Kreis liegen die Bogen A/ITB2 und B:a‘l zwischen Parallelen und

sind also gleich lang, ebenso A1C, und BTC 1, A1 halbiert daher den Bogen B;Z}, und
A, A ist Mittelsenkrechte zu B,C,; entsprechend die beiden andern Durchmesser.

Ferner gilt nach GréBe und Sinn bis auf ganze Vielfache des Umfangs A;E?l = C;41,
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oder fiir irgendeinen Punkt G der Kreislinie GAB1 — GEZ = G?I1 — GEl. Bestimmt man
nun G auf dem duBeren Bogen 4, 4, so, da3

GA, = —2 GA, (1)
ist, dann folgt

GA,+ GB,+ GC, = 0. 2)

Diese Kongruenz ist in 4, B, C symmetrisch und gilt daher ebenso fiir die ent-

sprechenden Teilpunkte auf den Bégen B/:B2 und CTC2. Die drei Teilpunkte bilden
ein gleichseitiges Dreieck, entsprechend dem Umstand, da8 mit einer seiner Ecken
auch die andern beiden die Kongruenz (1) erfiillen: ich nenne sie «Grundpunkte» des
Feuerbach-Kreises bzw. des Dreiecks.

Da GA*!und G,Zl sich um einen halben Umfang unterscheiden, so gilt mit (1) auch
GEZ = _-2GAL

Jeder der vier Punkte A,B,C,H ist Hoéhenschnittpunkt des Dreiecks der drei
andern. Die vier Dreiecke haben die HohenfuBpunkte und die Grundpunkte des
Feuerbach-Kreises gemeinsam. A, B, C und H sind die Berithrungskreismittelpunkte
des HohenfuBpunktsdreiecks und Ecken eines vollstindigen orthogonalen Vierecks,
dessen Gegenseiten konstante Quadratsumme haben ndamlich 16 72, » = Radius des

Feuerbach-Kreises, weil HA! = UA, und UA1 + A,B B =4 72 ist.

Drehen sich drei Gerade a, b, ¢ mit gleicher \Vlnkelgeschwmdlgkeit beziehlich um
die Punkte A4,, B;, C;, dann bleiben die von ihnen in jedem Moment gebildeten Drei-
ecke ABC ahnlich. 4, B und C bewegen sich je auf einem von drei Kreisen, die einen
Punkt D gemeinsam haben, und fallen gleichzeitig mit D zusammen. Wegen der
Konstanz der Winkel DBA, und 4,CD ist auch Winkel BDC konstant, ebenso die
Winkel CDA und ADB, d. h. D hat in bezug auf alle Dreiecke ABC dhnliche Lage.

Wird @ normal zu DA4,, so fallen B und C in die Gegenpunkte Bund C von D auf
ihren Kreisen, so da auch b und ¢ normal werden zu DB, bzw. DC,;. DA und damit
ABC haben maximale GroBe.

Die Schar der S-Geraden

Auf einem festen Kreis (K) sei ein Grundpunkt G gegeben. Jedem Punkt 4, von
(K) werde durch die Kongruenz (1) des vorigen Abschnittes ein Punkt A4, auf (K)
zugeordnet. Die Zuordnung ist eindeutig. Jedem Punkt 4, von (K) entspricht genau
eine Gerade a = A, 4,; ich nenne sie S-Gerade, um an STEINER zu erinnern. 4, heilt
Primdrpunkt, Ay Sekunddrpunkt von a.

Bedeutet o den Neigungswinkel von a gegen die Kreistangente g in G, dann ist «

nach GréBe und Sinn bis auf ganze Vielfache von v dem Peripheriewinkel {iber (341
entgegengesetzt gleich. Zu jeder Richtung gehort genau eine S-Gerade.

Von den beiden Schnittpunkten einer S-Geraden mit (K) ist der eine primér und
der andere sekundir. Zu einem Sekunddrpunkt gehoren aber kraft (1) zwei diametral
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gegeniiberliegende Primidrpunkte. Die zugehorigen S-Geraden heillen ein Paar oder
konjugiert. Sie sind normal zueinander, und wenn zwei S-Gerade zueinander normal
sind, dann haben sie den Sekundirpunkt gemeinsam, weil keine zwei endlichen
S-Geraden die gleiche Richtung haben.

Durch einen Punkt von (K) gehen also primér eine und sekundir zwei, im ganzen
genau drei S-Gerade. Die Hiillkurve (S) — «Stesner-Kurve» — ihrer einparametrigen
Schar ist eine Kurve dritter Klasse. Durch jeden Punkt der Ebene gehen drei S-Gerade,
von denen wenigstens eine reell ist. Liegt der Punkt unendlich fern, so ist nur eine
S-Gerade endlich, die andern beiden fallen mit der unendlich fernen Geraden zu-
sammen.

Die S-Schar kann erzeugt werden durch zwei Punkte, die sich auf (K) gegenldufig
bewegen, der eine doppelt so schnell wie der andere, und die sich in G begegnen und
folglich auch in G’ und G”, die mit G ein gleichseitiges Dreieck bilden. Sie kann aber
auch dadurch erzeugt werden, daB sich ein Punkt 4, auf (K) bewegt, wihrend sich
eine Gerade a im Gegensinn und mit halber Winkelgeschwindigkeit um 4, dreht und
(K) in G und folglich auch in G’ und G” beriihrt, wenn 4, mit diesen Punkten zu-
sammenfallt.

Sind 4,4, und B,B, zwei S-Gerade mit ihren Primér- und Sekundéarpunkten und

schneiden sie sich in C, so ist zufolge der Definition A;-Bz =-—2 A?Bl. Daraus folgt,
daB der Winkel 4,CB, ebenso grofB} ist wie jeder der Winkel C4,B; und CB,4,,
d.h. von den Primdrpunkten zweier S-Geraden hat jeder den gleichen Abstand vom
Sekunddrpunkt der andern und vom Schwittpunkt beider. Dies ist die grundlegende
Eigenschaft.

L4Bt man die beiden Geraden unbegrenzt zusamimenriicken, so erkennt man insbe-
sondere: Der Beriihrungspunkt einer S-Geraden mit (S) liegt ebensoweit diesseits thres
Primdrpunktes wie thr Sekunddrpunkt jenseits. (S) verlauft also aullerhalb (K) und
innerhalb eines konzentrischen und dreimal so groen Kreises.

Ferner folgt: Die Beriihrungspunkte eines Paares haben einen Abstand, welcher
doppelt so groB ist wie der Durchmesser von (K); denn die Primdrpunkte eines Paares
sind Gegenpunkte auf (K).

Auch die folgenden Eigenschaften ergeben sich fast unmittelbar aus der grund-
legenden Eigenschaft:

Die Schnittpunkte esner S-Geraden x mit einem festen Paar haben vom Primdrpunkt X,
von x denselben Abstand wie der Sekundirpunkt Ay des Paares. Wivd X, Gegenpunkt
von A,, dann geht x durch die Beriihrungspunkte des Paares mit (S), und die Konju-
gierte von x geht durch A,.

Fiir die drei S-Geraden durch einen Punkt P gilt: Die Primdrpunkte von je zweien
liegen auf der Mittelsenkrechten zu P und dem Sekunddrpunkt der dritten. Die Sekunddr-
punkte von je zweien liegen mit P auf esnem Kreis um den Primdrpunkt der dritten. Die
Konjugierten von je zweien schneiden sich auf der dritten, und der Schnittpunkt ist in
bezug auf den Primdrpunkt symmetrisch zu P.

Die drei S-Geraden durch einen Punkt bilden mit ihren drei Konjugierten ein
vollstandiges orthogonales Viereck. Zu jedem Punkt gehdren drei weitere, die mit ihm
ein solches Viereck bilden. Umgekehrt sind die Seiten und Héhen jedes Dreiecks, das
(K) zum Feuerbach-Kreis und G zum Grundpunkt hat, S-Gerade zu (K) und G.



A.StoLr: Die Steinersche Hypozykloide 59

Die durch den Beriihrungspunkt 4, einer S-Geraden A4, A4, gehende, von ihr ver-
schiedene S-Gerade heillt zu ihr adjungiert. Sie ist parallel zu 04,, O Mittelpunkt von
(K). Sie ist aber auch adjungiert zur Konjugierten 414, von A, A4,; denn sie ist
parallel zu OA'. Ein Paar bildet mit seiner Adjungierten die bereits beschriebene
Figur.

Bewegt sich X auf der S-Geraden 4,4,, dann sind die Primirpunkte der beiden
andern S-Geraden durch X bestimmt als Schnittpunkte der Mittelsenkrechten von
A, X mit (K). Die beiden fallen fiir genau zwei Lagen von X zusammen, und X wird
dann Punkt von (S). 4; A, hat also mit (S) auBer dem Beriihrungspunkt zwei Schnitt-
punkte gemein, d. h. (S) ¢st von der vierten Ordnung.

Gestalt und Grofe von (S)

Der Kreis (K) und die Grundpunkte G, G’, G" seien gegeben (Figur 2). Die Kreis-
tangente g in G ist S-Gerade, ihr Primér-, Sekundér- und Beriihrungspunkt fallen
mit G zusammen, und (S) beriihrt (K) in G. Bewegt sich nun der Primdrpunkt A4,
von a von G aus auf (K), dann bewegt sich der Sekunddrpunkt 4, im Gegensinn
doppelt so weit, wihrend der Beriihrungspunkt 4, von (K) nach auBlen abriickt,
wobei stets 4,4, = A; 4, ist. Die Bahn von 4, wird nun mehr und mehr radial, und
A, erreicht die groBte Entfernung vom Mittelpunkt O, wenn a durch O geht. Dies
tritt erstmals ein, wenn A4, einen Sechstel des Umfanges zuriickgelegt hat. Darnach
ndhert sich 4, wieder dem Kreis, so daB in der Extremlage " eine Spitze entsteht,

—~~

®"G’ sind symmetrisch in bezug auf 0®”. Nun wiederholt sich das Spiel noch zweimal.

(S) besteht somit aus sechs kongruenten Bogen, die sich paarweise in G, G', G" und
®, ®', ®" zu einer geschlossenen Kurve aneinanderreihen, in den ersteren mit stetiger
Kriimmung, so daf Scheitelpunkte entstehen, in den letzteren mit Spitzen. Die drei
Spitzentangenten sind zugleich Scheitelnormale und Symmetrieachsen von (S).

Die Normale von (S) im Berithrungspunkt 4, von a ist in bezug auf A4, zentrisch-
symmetrisch zur Konjugierten 4’ von a und daher in bezug auf O zu dieser invers
homothetisch im Verhiltnis 3:1, d. h.: Die Evolute (S) von (S) ist eine mit (S) konzen-
trische und dreimal so grofe Steiner-Kurve, thre Scheitelpunkte sind die Spitzen von (S).
Umgekehrt ist die Evolvente von (S) eine dreimal kleineve Steiner-Kurve, deven Spitzen
die Scheitelpunkte von (S) sind.

GemiBl dem vorigen Abschnitt schneidet (S) auf jeder seiner Tangenten b cine
Strecke AyA4° ab, die doppelt so lang ist wie der Durchmesser des Scheitelkreises (K).
Die Tangenten in 4, und 49 sind konjugiert, und ihr Schnittpunkt 4, (Sekundir-
punkt) und die Mitte B, von b (Primidrpunkt) sind Gegenpunkte auf (K). Die dritte
Tangente aus A, ist zu b normal (konjugiert) und ihr Schnittpunkt B, mit b ebenso
weit diesseits von B, wie der Berithrungspunkt B, jenseits. Nun entsprechen sich in
der Homothetie zwischen (S) und ihrer Evolute die drei Normalen in 4, B, und 4°
und die drei Tangenten aus A,. Also: Die Normalen im Beriihrungspunkt und in den
Schnittpunkten einer Tangente mit (S) schneiden sich auf dem Spitzenkrers.

Ay, Ay, Ay, seien Beriihrungs-, Primér- und Sekundarpunkt der Evolutentangente
durch 4,. Wegen der Rechtecksfigur ist 4,2, so lang wie 4,49, also doppelt so lang
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wie A,AY, und wegen der Homothetie ist A, A, dreimal und WA, sechsmal so lang
wie A1A4,. Dieses aber ist doppelt so lang wie der Abstand Oa. Daher: Die Sehnen,
die der Spitzenkreis auf den Normalen von (S) abschneidet, werden durch deren Fuf-
punkte tm Verhdltnis 1:2 geteilt, kleinerer Teil auf der konkaven Seite, und die Kriim-
mungsradien betragen 4/3 der entsprechenden Sehnen oder das achtfache des Abstandes
der Tangente von O.

Fig. 2

Die Lange des Kurvenbogens G’ATO betridgt demnach 4/3 von 4,4, und insbesondere

die Linge von GG 4/3 des Durchmessers von (K), so da3 die Totalldnge von (S) das
achtfache des Durchmessers thres Scheitelkreises betragt.

Zwischen zwei unendlich benachbarten Normalen werden vom Spitzenkreis und
vom betreffenden Bogen von (S) Sektoren begrenzt, deren Flichenverhiltnis bis auf
unendlich Kleine 9:16:36 ist. Daher: Die Flache, die vom Spitzenkreis und von zwei
Normalen desselben Hauptbogens von (S) begrenzt ist, wird von dem betreffenden
Bogen von (S) im Verhiltnis 7: 20 geteilt. Daraus ergibt sich: Dze von (S) umschlossene
Fliche betrigt 2/9 der Fliche des Spitzenkreises oder das Doppelte des Scheitelkrerises.
(SchluB folgt.) A.StoLL, Ziirich.



	Die Steinersche Hypozykloide

