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Polardreieck. Dreht sich in Fig. 17 XY um den Punkt S, so beschreiben somit die
Nebenecken X', Y’ des vollstindigen Viereckes A BXY die Polare s von S; ferner
sind X', Y’ konjugiert, beschreiben also die von % auf s erzeugte Punktinvolution?).
Die Punkte U,, V; in Fig.16 sind hierbei diejenigen zugeordneten Punkte dieser
Involution, welche deren Mittelpunkt C und den unendlichfernen Punkt von s har-
monisch trennen.

Hiermit haben wir einen anschaulichen Uberblick iiber simtliche imaginire Punkte
und Tangenten eines reellen Kegelschnittes gewonnen. Es ist leicht, dies auch auf null-
teilige Kegelschnitte zu {ibertragen. Im folgenden wollen wir uns aber den imaginiren
Elementen im Raume zuwenden. (SchluBl folgt.)  L.LocHER-ErRNsT, Winterthur.

Uber das Rechnen mit Grofden

1. Groflen

Bereits im téglichen Leben und viel mehr noch in der Physik und in den Natur-
wissenschaften kommen wir in die Lage, GroBen (Lingen, Flichen, Zeiten, Krifte,
Energien, Spannungen usw.) zu messen. Dabei untersuchen wir, wie oft eine Einheit
derselben Art in der gegebenen GroBe enthalten ist. Wir bestimmen also eine Quan-
titat, die einen reinen Zahlenwert darstellt. Die GroBe besitzt aber auch eine Qualitit,
die in verniinftiger Weise der Zahl zuzuordnen ist. Eine Gré8e — wir beschrinken uns
hier auf die physikalischen — hat demnach immer zwei Merkmale: Quantitit und
Qualitit.

Fiir jede Art von GréBen kénnten wir eine beliebige Einheit (cm, m?2, s, kg usw.)
wihlen und damit die Erscheinung zahlenmiBig erfassen. So kénnten wir mit einem
quadratischen Blech von 1 m Seitenlinge Fliachen ausmessen. Fiir eine wissenschaft-
liche Erkenntnis geniigt dies allein nicht, zudem wire die Messung praktisch oft
kaum ausfithrbar. Gewisse GroBen verschiedener Art kénnen nach bestimmten, in
diesem Falle physikalischen Gesetzen zusammenhangen, und dies gilt auch fiir ihre
Einheiten. Der Wunsch, die GréBen und ihre Einheiten zu ordnen, fithrt zu den
Begriffen Dimension und MaBsystem.

Es stellt sich hier die oft aufgeworfene Frage, ob zum Beispiel der Ausdruck
F = a - b fur die Fliche eines Rechteckes bloB3 eine reine Zahlengleichheit darstelle
oder ob die GréBen als solche in Verbindung treten. Die Antwort erscheint nicht ein-
deutig, da manche Schulbiicher in dieser Hinsicht unklar oder inkonsequent sind.
So werden in einem bekannten Geometrielehrbuch?) die Strecken a, b, ¢, ... durchweg
als GroBen behandelt, wihrend im Ausdruck a - b fiir 2 und b nur noch die MaB-
zahlen zugelassen werden?).

1) Ein nicht ausgearteter Kegelschnitt k erzeugt auf jeder reellen Geraden s seiner Ebene eine Involution,
ndmlich die Involution konjugierter Punkte auf s. Ist die Involution hyperbolisch, so stellen die Doppel-
punkte die diesfalls reellen Schnittpunkte von s mit & dar. Ist die Involution elliptisch, so sind ihre ima-
gindren Doppelpunkte die gemeinsamen Punkte von s und k.

2) F. GonsetH und P. Marrti, Planimetrie, 1. Teil (Zurich 1933), S. 137-139. Ebenso W. BNz, Stereo-
metrie (Zirich 1928), S. 172.

3) Dagegen wird im Buch von L.LocHER-ERrNsT, Differential- und Integralrechnung (Basel 1948) aus-
drucklich auf GriBengleichungen eingegangen.
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Andere Biicherl) lassen iiberhaupt nur reine Zahlenbeziehungen gelten und l6sen
damit das Problem auf ihre Weise. Ein Physikbuch?), das im allgemeinen die Gré8en-
gleichungen verwendet, enthdlt unvermittelt die Formel fiir den Weg einer Kugel
in einer Fallrinne in der Form s = 10 -¢2%, die so nur als Zahlengleichung einen
Sinn behilt.

Das Ziel der nachfolgenden Betrachtungen besteht darin, darauf hinzuweisen, daf3
bei Zugrundelegung eines zweckméiBigen MaBsystems jede physikalisch richtige Be-
ziehung als GroBengleichung aufgefaBBt werden darf.

2. Abstrakter Aufban eines Grofensystems

Im Folgenden betrachten wir irgendwelche (physikalischen) GréB8en, die wir mit
A, B, C, ... bezeichnen wollen. Es gelten die nachstehenden grundlegenden Bezie-
hungen?).

a) Die GroBen erfiillen die iiblichen Gleichheitsrelationen (Symmetrie, Reflexivitit,
Transitivitdt), und es gilt das Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten:

entweder 4 =B oder A+B.

b) Gleichartige GroBen A, und A, (z. B. Krifte) lassen sich miteinander zu einer
resultierenden GréBe verkniipfen. Diese infensive Verkniipfung sei symbolisch durch

A x A,

wiedergegeben. In bezug auf diese Komposition bilden die gleichartigen GréBen eine
Abelsche Gruppe?). Setzt man m gleichartige GréBen A zusammen, so lassen sich Po-
tenzen — fiir die die iiblichen Gesetze gelten — definieren

m
AxA*---%4 = A*,
ER) m

wo A als Einheit, m als MaBzahl (MaB8 fiir die Intensitat der GroBe) aufgefaBBt werden
kann.

c) Verschiedenartige oder mehrere gleichartige GréBen kénnen durch ihr Zusam-
menwirken eine neue GroBe bestimmen, wie zum Beispiel Masse und Beschleunigung
im Newtonschen Gesetz. Wir bezeichnen dies als gualifative Verkniipfung und

schreiben
A-B.

Dadurch entsteht wiederum eine Abelsche Gruppe. Wie oben lassen sich Potenzen
einfithren, die durch das qualitative Zusammenwirken gleichartiger Gr6Ben entstehen

m
Aodo-rod = A°,
KO} m

1) H. Frick, Planimetrie (Zirich 1945).

2) U. SeiLerR und W. HARDMEIER, Lehrbuch der Physik, 1. Teil (Zurich 1943),

3) Im Gedankengang und in den Bezeichnungen folgt dieser Abschnitt zunichst M. LANDoOLT, G75fe,
Mafzahl und Einheit (Zirich 1943).

4) Das Kompositionsgesetz erfiillt die Gruppenpostulate: Eindeutigkeit, assoziatives und kommutatives
Gesetz, Existenz des Einselecmentes (Neutralelementes) und des inversen Elementes.
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d) Entscheidend ist die folgende Forderung: Andert von zwei qualitativ verkniipf-
ten GroBen A und B die eine ihre Intensitit, so dndert die resultierende GréBe ihre
Intensitit im selben Mafe:

A%o B = (4 B)*.

Eine analoge Beziehung fiir die intensive Verkniipfung ist nicht moglich, ebensowenig
fiir eine qualitative Anderung der einen GroBe bei intensiver oder qualitativer Ver-

kniipfung. Daraus ergibt sich die Distributivitit der qualitativen Verkniipfung in bezug
auf die intensive Verkniipfung:

(4¥+ 4%)o B = (4¥. B)+ (a%. B),
und im weitern gilt die wichtige Beziehung
A¥ = [%o A, (1)

Eine beliebige GroBe A* entsteht also durch qualitative Verkniipfung der Einheit 4

und der intensiven Potenz E :?L des qualitativen Neutralelementes E .

e) Wir haben somit einen Bereich vor uns, der zwei Abelsche Gruppen in sich
vereinigt, die durch das Distributivgesetz verkniipft sind. Es handelt sich also um
einen Korper, und wir diirfen die iiblichen Namen und Bezeichnungen einfiihren.

Durch qualitative Verkniipfung oder, wie wir jetzt sagen wollen, durch Multiplika-
tion der intensiven Potenzen des qualitativen Neutralelementes erhalten wir einen
Korper, der isomorph dem Korper P der rationalen Zahlen ist

{E?} o

Wir haben die eineindeutige Abbildung

m

E¥ «— m.
Daraus ergibt sich

E? * E:’:3 <-=m+ n (intensive Verkniipfung «—» Addition)
und E¥eE* <> m-n  (qualitative Verkniipfung <~ Multiplikation).
Speziell gilt fiir die neutralen Elemente
E, < -1, E, < 0.

Ubertragen wir die gefundenen Beziehungen auf den Gesamtbereich der GréBen, so
wird aus (1)

A% — E¥ed~m-A. (2)

Dies bedeutet : Die GroBe A?”?l‘aBt sich als Produkt aus der MaB3zahl » und der Einheit
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A darstellen?). Es folgen nun noch die Abbildungen

A% A*¥ = A% ~mA+nd=(m+n)A l
77;'1«:"

A*eB* — (4oB)* ~m A -nB—=mn-AB (3)

A° ~ Am

Mit andern Worten, mit den MaBzahlen und den Einheiten von GréBen rechnet
man, als ob es BuchstabengréBen im Sinne der gewohnlichen Algebra wiren.

Im wesentlichen liegt also folgendes vor: Mit Hilfe der unendlichen zyklischen
Gruppe der qualitativen Potenzen A" der GréBe 4 und des Ringes R der rationalen
(oder rellen) Zahlen wird der Polynomring R[A] konstruiert, der aus allen endlichen
(hier sogar eingliedrigen) Polynomen 2 a, A" mit a,€ R besteht. In diesem Ring
bilden iibrigens die Polynome nullten Grades a4 A°~ 4, einen zum gegebenen Ring R
isomorphen Unterring R’. Da der Polynomring kommutativ und nullteilerfrei ist
(notwendige und hinreichende Bedingung), kann er erweitert werden zum Quotien-
tenkorper R(4) = {P/Q}, wo P, Q€< R[A]. Wir erhalten damit den Korper der ge-
brochenen rationalen Funktionen in der Unbestimmten 4. Die GroBe A gentigt
zudem Kkeiner algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus R, so daB es sich um
eine ewnfache transzendente Evweiterung des Korpers K der rationalen (reellen) Zahlen
handelt, und es gilt die Isomorphie

K(4) = R(4).

Sind mehrere voneinander unabhingige GréBen 4, B, C, ... gegeben, so kann durch
sukzessive Adjunktion der Korper

K(4,B,C,..)

gebildet werden. Fiir die Elemente dieses Korpers gilt das iibliche Rechnen mit Poly-
nomen, womit das formale Rechnen mit Gré8en gerechtfertigt erscheint.

3. Mafsysteme

Fiir die Physik — der hier die messende Geometrie untergeordnet werde — zeigt
es sich, daB3 es tiberfliissig ist, fiir jede GroBenart eine neue, unabhéngige Einheit ein-
zufiihren. Infolge der bestehenden Gesetze und den eingefiihrten Definitionen ergeben
sich zwischen den «Qualitdten» Beziehungen, die durch die Dimensionsformeln an-
gegeben werden. Damit konnen alle Dimensionen auf gewisse frei wiahlbare Grund-
dimensionen zurtickgefithrt werden, deren Anzahl je nach dem Gebiet verschieden ist:

Geometrie 1 (Lange L),

Kinematik 2 (Ldnge L und Zeit T),

Mechanik und Warmelehre?) 3 (Masse M, Liange L und Zeit T),

Elektromagnetik 4 (Linge L, Zeit T, Elektrizititsmenge Q und magnetischer Flu3 @3).

1) Diese lineare Zuordnung geniigt als einzige der logischen Forderung, daB das Verhiltnis zweier
gleichartiger GréBen unabhingig von der Wahl der Einheit sein soll.

2) F. HABERLI, Schweiz. Arch. angew. Wiss. Techn. 14, 97 (1948).

3) P. KALANTAROFF, Les équations aux dimensions des grandeurs électriques et magnétiques, Rev. gén.
Electr. 25, 235 (1929).
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Die Anzahl der Grunddimensionen ist die Differenz der Anzahl der voneinander
verschiedenen GroBen und der Zahl der entsprechenden unabhingigen Definitions-
gleichungen. Wihlt man zu wenig Grunddimensionen, dann entsteht ein mehrdeu-
tiges MaBsystem, in welchem einer GroBe mehr als eine abgeleitete Dimension zu-
geordnet werden kann?).

Aus den Dimensionsformeln ergeben sich nach der Regel der dimensionellen Ko-
hirenz?) direkt die Einheiten. So hat die Geschwindigkeit die Dimension [L7-1], aus
der als Einheit ms—1 folgt.

Beniitzt man ein derart gebautes MaBsystem, dann lassen sich alle Beziehungen
sowohl als Zahlengleichungen als auch als Groflengleichungen auffassen. Die Bezie-

hungen sind quantitativ und qualitativ korrekt. Beispiel einer Gré8engleichung: die
kinetische Energie

_ 2
E-—zmv.

Auf Grund von (2) erhalten wir die Produktengleichung

—

E,[MI*T-%] = — m,[M] 2 [LT-1]2,

die sich in zwei selbstdndige Gleichungen zerlegen laBt:
1. Algebraische Zahlenwertgleichung:

1
E, = m,v;.

2. Einheitengleichung:
kg m?s=2 =kg- (m s™1)%

Uber die vieldiskutierte Wahl der Grunddimensionen brauche ich hier nichts zu
sagen, sind doch jetzt die Schwierigkeiten durch das System von KALANTAROFF3)
weitgehend behoben, das gleichzeitig die Anforderungen der Mechanik und der
Elektromagnetik erfiillt und auBerdem den Vorteil aufweist, dafl in den Dimensions-
formeln nur ganzzahlige Exponenten auftreten.

4. Geometrische Natur der Grofien

Es darf nicht verschwiegen werden, daB8 die Dimensionsformeln der GréBen uns
{iber die geometrische Natur derselben nicht orientieren kénnen. Geometrisch ver-
schiedenen GroBen kann dieselbe Dimensionsformel zugeordnet sein, wie etwa der
Arbeit (Skalar) und dem Drehmoment (schiefsymmetrischer Tensor 2. Stufet)). Ein
niheres Eingehen wiirde zu weit fithren, da eine wesenthche Abhanglgkelt von der

1y vgl. z. B. F. HABERLI, Ph,vs;kalasche Groﬂm, Sghwexz Axch angew. Wlss Techn. 13, 136 (1947).
2) E. BopEA, Giorgis rationales MK S-Mapfsystem mit Dimensionskohdrenz (Blrl\hauser, Basel 1949).
3) P. KALANTAROFF, . c.
4) Diese Zweideutigkeit der Dimensioasformel 1iBt sich vermeiden, indem wir auch dem Winkel eine
Dimension zuordnen, was méglich ist, wenn zwischen radialen und tangentialen Lingen ein Unterschied
gemacht wird.
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zugelassenen Transformationsgruppe besteht, so daB blo8 auf die Literatur hinge-
wiesen seil).

In dieser Beziehung besteht eine gewisse Analogie mit den chemischen Formeln.
Jeder physikalischen Gréfe entspricht eindeutig eine Dimensionsformel, ebenso ist
jedem Stoff seine chemische Formel zugeordnet. Umgekehrt kann aber aus der
Gleichheit der Formel nicht auf die Wesensgleichheit der Stoffe geschlossen werden:
Isomerie; erst die Strukturformel gibt AufschluB.

5. Schlufbemerkungen

Uber das System der physikalischen GréBen sind unzihlige Abhandlungen und
Biicher verdffentlicht worden, die teils die MaBsysteme, teils das Rechnen mit
GroBen zum Gegenstand haben. Besonders letzteres hat zu vielen Kontroversen
Anla3 gegeben. Die einen Autoren?) betrachten die physikalischen und geometri-
schen Gleichungen nur als reine Zahlengleichungen, die andern3) dagegen als GréBen-
gleichungen, die auch die Dimensionen mit einbeziehen. Wie wir im zweiten Abschnitt
gesehen haben, 14Bt sich die zweite Auffassung mit Recht vertreten.

Eine gewisse Schwierigkeit besteht immerhin, und zwar liegt sie auf erkenntnis-
theoretischem Gebiet: Die Geschwindigkeit hat die Dimension [L7-1] und damit
die Einheit ms—1. Da sowohl Meter als Sekunden Qualititen bedeuten, so stehen wir
hier vor der Aufgabe, Qualititen durcheinander zu dividieren. Dies ist natiirlich
nicht ausfithrbar, ebensowenig kénnen wir Qualitdten als solche miteinander multi-
plizieren. Wir diirfen aber nicht vergessen, daBl die Dimension einer Grée nur sym-
bolischer Ausdruck ist fiir eine Qualitdt, gewissermaBen ein Modell oder Bild. Das
Bild ist aber noch lange nicht die GréBe selbst, das heiBt das «Ding an sich». Deshalb
diirfen auch die Operationen, die mit den Dimensionen ausgefiihrt werden, nicht
wortlich auf die Qualitdten als solche tibertragen werden. — Die Physik ist ja auch
nur ein Modell der Wirklichkeit.

Lehnt man das Rechnen mit GréBen ab, so wird tbrigens die obenerwihnte
Schwierigkeit bloB auf die Einheiten zuriickverschoben. Wie wire sonst die Bezeich-
nung cm? oder cm? fiir die Flachen- oder Volumeneinheit zu verstehen ? Man miiBte
konsequent jede Einheit als selbstindige GroBe auffassen (und zum Beispiel ein Vo-
lumen mittels einer Volumeneinheit messen, statt aus drei einfachen Langenmes-
sungen berechnen), wodurch jeder Zusammenhang verloren ginge und ein wissen-
schaftlich wertloses Gewirr von Einheiten entstehen wiirde.

Die Verwendung von GréB8engleichungen bietet dagegen manche Vorteile.

a) Die Dimensionsgleichung gibt eine Kontrolle fiir die Richtigkeit der physikali-
schen und geometrischen Beziehungen, da diese in bezug auf die Dimensionen homo-
gen sein miissen. Man denke etwa an die Formeln fiir die Oberfliche der Kugelhaube,
das Volumen des Kegelstumpfes oder den schiefen Wurf.

1) H. DorceLo und J. A. SCHOUTEN, On wunits and dimensions, Proc. Kon. Ned. Akad. Wet. 49, 123,
282, 393 (1946). — J. A. ScuouTEN, Uber die geometrische Deutung von gewdhnlichen p-Vektoren und
(W ~ p)-Vektoren und den korrespondierenden Dichten, Proc. Kon. Ned. Akad. Wet. 41, 709 (1938).

2) H. DiesseLHORST, Das System der physikalischen Formeln, in: MULLER-PouiLLET, Handbuch der
Phystk, Bd. 1 (Braunschweig 1929), S. 186.

3) J. WaLLor, Dimensionen, Einheiten, Mafsysteme,in: GEIGER und ScHEEL : Handbuch der Physik, Bd. 2
(Berlin 1926), S. 1.
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b) Mit Hilfe von Dimensionsbetrachtungen lassen sich, abgesehen von Konstanten
oder Funktionen dimensionsloser Zahlen, unbekannte Beziehungen zwischen physika-
lischen GréBen finden. So kénnen wir die Form des Ausdruckes fiir die Schwingungs-
daver T=2xnVl/g f(x) des mathematischen Pendels finden, ebenso die Stokessche
Formel W= 67 nr v fiir den Reibungswiderstand einer Kugel oder das Luftwider-
standsgesetz W = ¢ - m (0 v%/2) y(v/a) der Ballistik (m: Masse, g: Dichte, v: GeschoB-
geschwindigkeit, a: Schallgeschwindigkeit, ¢: Formfaktor, v/a ist eine reine Zahl).
Dimensionsanalytisch sind die auftretenden konstanten Faktoren oder die Funk-
tionen f(a) bzw. (v/a) nicht bestimmbar, sie folgen erst aus der Theorie oder aus
dem Experiment.

Wichtig ist ferner, daB eine dimensionsbehaftete GroB8e nie als Exponent?) oder als
Argument einer transzendenten Funktion (trigonometrische Funktionen, Loga-
rithmus) auftreten kann. Einem solchen Ausdruck konnte gar kein Sinn beigelegt
werden. Als Beispiel sei das Gesetz wiedergegeben, das den Luftdruck p in der Héhe z
iiber der Erde ermitteln 148t, wenn die lineare Abnahme der Erdbeschleunigung und
der Temperatur mit der Hohe beriicksichtigt wird:

_8o 1_2‘?5‘,_ _ 28
To— Az Ri/ AR "

0 — o (0 2)7

Es bedeuten: Ty = 284° Temperatur am Boden, 4 = 0,000055 Grad cm—! Tempera-
turgradient, z Hohe in Zentimetern, g, = 981 cms~2 Erdbeschleunigung am Boden,
A =287-108cm2s—2 Grad—! spezifische Gaskonstante, R = 6,37 -108 cm Erd-
radius. Setzen wir iiberall die richtigen Dimensionen ein, so stehen als Faktoren von
po (Druck am Boden) nur dimensionslose GréBen, und die Exponenten sind ebenfalls
dimensionslos.

c¢) Die auf der physikalischen Ahnlichkeitstheorie fuBenden Modellversuche der
Aero- und Hydrodynamik besitzen zur Grundlage ebenfalls die Dimensionstheorie,
was hier nur nebenbei erwdhnt sei.

Zusammenfassend sei gesagt, daf3 das formale Rechnen mit GréBen, bei Zugrunde-
legung eines gewissen Forderungen entsprechenden MaBsystems, véllig gerechtfertigt
und bequem ist. Allerdings bedeutet dieses Vorgehen eine Abstraktion; in der Mathe-
matik hat man sich aber schon lange daran gewdhnt, eine Operation als Addition
oder Multiplikation zu bezeichnen, sobald — und das ist das Wesentliche — die for-
malen Gesetze (manchmal auch nur teilweise) erfiillt sind. Man denke bloB an die
Mengenlehre, Gruppentheorie, mathematische Logik, Theorie der Verbdnde (Struk-
turtheorie). — AuBerdem wohnt den GréBengleichungen ein heuristischer Wert inne.

E. RorB-DESMEULES, Luzern.

*

1) Dies beruht darauf, daB das Differentialgesetz die Form dp/p = - - - hat, also auf beiden Seiten schon
dimensionslose GroBen stehen mussen.



	Über das Rechnen mit Größen

