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ELEMENTE DER MATHEMATIK

Revue de mathématiques élémentaires — Rivista di matematica elementare

Zestschrift zur Pflege der Mathematik
und zur Forderung des mathematisch-physikalischen Unterrichis
Organ fiir den Verein Schweizerischer Mathematiklehrer

El. Math. Band IV Nr. 5 Seiten 97-120 Basel, 15. September 1949

Das Imaginire in der Geometrie

1. Einleitung

Imaginire Gebilde lassen sich auf wesentlich verschiedene Arten durch reelle
Bilder veranschaulichen. Die {ibliche Abbildung der komplexen Zahlen z = x + 7y
im rechtwinkligen (x, y)-System oder auf der Riemannschen Zahlenkugel eignet sich
insbesondere zur anschaulichen Darstellung dafiir, welchen Bereich eine analytische
Funktion w = f(z) irgendeinem Bereiche der unabhingigen Variablen z zuordnet.
Wie niitzlich auch diese Darstellung fiir viele Untersuchungen ist, so 148t sie den
Geometer in einer Hinsicht doch unbefriedigt. Die co? komplexen Punkte einer Ge-
raden, z. B. die Punkte x = a + 7a’ (a, a’ reell) der x-Achse, werden durch die reellen ‘
Punkte einer Ebene versinnbildlicht, wodurch die nichtreellen Punkte der Geraden
von dieser als ithrem Triger losgeldst erscheinen. Will man Geometrie in der Ebene
mit EinschluB des Komplexen pflegen, so miiBte man bei Festhalten der in der
Funktionentheorie iiblichen Darstellung jeder Geraden der Ebene eine besondere
Ebene zuordnen, um die reellen Bilder der komplexen Punkte der betreffenden
Geraden unterzubringen.

Bekanntlich hat voN STauDT!) diejenige reelle Darstellung der komplexen Elemente
des Raumes (Punkt, Gerade, Ebene) gefunden, welche unmittelbar dem Wesen der
Sache entspricht. Der Grund dafiir, daB eine selbstverstindliche Handhabung dieser
Darstellung noch verhiltnismaBig wenig verbreitet ist, liegt wohl darin, daB man die
von-Staudtsche Theorie gewdohnlich sogleich rein projektiv entwickelt. Natiirlich
bildet die projektive Theorie der Involutionen den Kern der Sache. Zur Einfithrung
fragt es sich jedoch, ob man dem Anschauungsvermdgen nicht entgegenkommen
kann durch eine handgreiflichere Verbildlichung der Involutionen. Die folgenden
Ausfithrungen?) sollen zeigen, daB dies wohl mdéglich ist. Um nur wenige Kenntnisse
vorauszusetzen, wollen wir hierbei von vornherein auch metrische Begriffe verwenden.
Unser Ziel sei, isotrope Geraden, imaginire Kegelschnitte, imagindre Tangenten, die
geradlinigen Erzeugenden einer Kugel usw. zu einer Anschaulichkeit zu bringen, die
mehr als ein blo3 schematisches Bild bedeutet, welches man sich natiirlich auf mannig-
fache Art verschaffen kann. Im ersten Teil beschrinken wir uns in der Hauptsache
auf die komplexen Elemente einer reellen Ebene. Im zweiten Teil werden die wesent-

1} G. K. Cur. voN StaupT, Beitrige sur Geomelrie der Lage, Erstes Heft, 1856,

2) Mehrere Zuschriften an die Redaktion der vorliegenden Zeitschrift zeigen, daB hierfiir Interesse vor-
handen ist. Die hier gegebene Darstellung gibt eine knappe Zusammenfassung eines Abschnittes einer
Vorlesung Elementarmathematik vom hiheren Standpunkt im Sommer 1949,
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lich komplizierteren Verhiltnisse im Raume beschrieben. Hierbei bemiihen wir uns,
vor allem die anschaulichen Bilder zu vermitteln und die Beweise nur knapp so
weit anzufiithren, als es fiir die sich dafiir Interessierenden notig ist.

2. Der Pfeil eines imagindren Punkies

Zunichst fithren wir den Grundbegriff ein, mit dem wir stindig arbeiten.
Die Punkte esner Geraden g seien zu Paaren A, Ay und B, By und C, C, usw. derart
zusammengefaft, dap fiir einen gewissen festen Punkt M von g und ein beliebiges Paar

P, P, die Beziechun
! § MP - MP, = k = konstant (1)

besteht. Eine solche Paarung heilit Involutionl); M ist der Mittelpunkt, & die Potenz
der Involution. Der dem Mittelpunkt M gemiB (1) zugeordnete Punkt ist der un-
endlichferne Punkt von g.

Hierbei werden die Strecken M P, M P, mit demselben Vorzeichen in Rechnung
gesetzt, sofern die Richtung von M nach P mit der Richtung von M nach P, iiber-
einstimmt. Je nachdem die Konstante %, die Potenz der Involution, positiv oder
negativ ist, haben also die Strecken M P, M P, irgendeines Paares dieselben oder
entgegengesetzte Richtungen. Wihlen wir auf der Geraden g den Nullpunkt und
Einheitspunkt eines Koordinatensystems, und sind a, x, x; die Koordinaten von
M, P und P,, so wird die Involution also durch die Beziehung (x — a) (x; — a) = &
(a, & reell) festgelegt. Bei positivem % heiBt die Involution Ayperbolisch, fiir negatives
k elliptisch. Fir k= 0 ergibt sich die «ausgeartete Involution», in der jedes Paar
zugeordneter Punkte den Mittelpunkt enthilt.

Wir erinnern noch an einige sich aus der Erklarung leicht ergebende Eigenschaften
der Involutionen:

Jede Involution geht durch Projizieren in eine gleichartige Involution iiber.

Eine Involution ist bestimmt durch zwei Paare 4, 4, und B, B, zugeordneter
Punkte.

In einer elliptischen Involution trennen sich zwei Paare zugeordneter Punkte.

Ist 4, A, ein Paar zugeordneter Punkte einer elliptischen Involution, so gibt es
genau ein Paar B, B, dieser Involution, das 4, 4, harmonisch trennt. Die Konstruk-
tion von B, B, zu gegebenem A geben wir an spéterer Stelle?).

Eine nicht ausgeartete Involution enthilt genau zwei Doppelpunkte, d. h. zwei
Punkte, die sich selbst zugeordnet sind. In der Tat liefert die Gleichung
(x — a) (¥ — a) = % die beiden Losungen x = a 4 k. Die Doppelpunkte sind reell
fiir eine hyperbolische, komplex fiir eine elliptische Involution. Jedes Paar P, P,
zugeordneter Punkte trennt in beiden Fillen die Doppelpunkte harmonisch.

Durchliauft P die Punktreihe in einem bestimmten Sinne, so durchliuft der in
einer elliptischen Involution zugeordnete Punkt P; die Punktreihe im gleichen

1) Dieser merkwiirdige Name wurde geprigt von G.DESARGUES in seiner Schrift: Brouillon project
d’une atteinte aux événemens des vencontres d’un cone avec un plan (Paris 1639). Der Ubersetzer M. ZACHARIAS
(Ostwalds Klassiker, Nr. 197) sagt hierzu: Das Wort (Involution) bezeichnet den Zustand des Eingerolltseins,
wie er bei den Jugendzustinden von SproBteilen vorkommt.

2) Fir die Involutionen, die als Schnitte eines vollstindigen Vierecks oder eines Kreisbiischels usw. auf-
treten, sei etwa auf das noch immer vorziigliche Werk Die Geometrie der Lage (Erste Abteilung) von
TH. REYE hingewiesen.



L. LocHER-ERNsT: Das Imaginare in der Geometrie 99

Sinne, bei einer hyperbolischen Involution hingegen im entgegengesetzten Sinne.
Wir kénnen die Doppelpunkte einer hyperbolischen Involution als die Treffpunkte
dieser entgegengesetzten Bewegungen auffassen. Bei einer elliptischen Involution treffen
sich die zugeordneten Punkte P, P, im Reellen nicht. Die elliptische Involution
bestimmt aber eindeutig zwei imagindre!) Punkte als Doppelpunkte. Durchliauft P
die Punktreihe in einem bestimmten Sinne, so wird durch eine elliptische Involution
dieser Bewegung von P eine gleichsinnige Bewegung des entsprechenden Punktes
P, zugeordnet.

Diese koordinierten Bewegungen betrachten wiv als veelles Bild des einen tmagindren
Doppelpunktes, der andere imagindre Doppelpunkt wird gegeben durch die koordinierten
Bewegungen in entgegengesetzter Richtung. Kurz: Eine gerichtete elliptische Involution
stellt einen imagindren Punkt dar, und umgekehrt kann jeder imaginire Punkt der
betrachteten Geraden durch eine gerichtete elliptische Involution gegeben werden.

Fiir eine lebendige Anschauung sind diese koordinierten Bewegungen das Wesent-
liche. Die Bewegungen lassen sich aber in einem geometrischen Bilde nicht festhalten.
Wir wollen deshalb ein Zeichen einfithren, das diese Bewegungen (d. h. die gerichtete
elliptische Involution) eindeutig festlegt. Wir geben den Mittelpunkt M der Involu-
tion und einen der beiden Hauptpunkte N, N,. Das sind die beiden einander zuge-
ordneten Punkte, die von M denselben Abstand haben. Ist 4 dieser Abstand und hat
M die Koordinate a, so lautet die Gleichung der elliptischen Involution

(x — a) (% — a) = —h2 ‘ (2)

Der von M nach N oder N; weisende Pfeil sei das geometrische Zeichen fiir die
gerichtete elliptische Involution (Fig. 1). Der Pfeil MN bestimmt den einen, der
Pfeil M N, den anderen (konjugiert komplexen) Doppelpunkt der elliptischen Invo-
lution.

Durchlauft der Punkt P die Strecke MN, so bewegt sich der entsprechende
Punkt P, im gleichen Sinne vom unendlichfernen Punkt nach N;; bewegt sich P
von N aus weiter, so lduft P, von N; gegen M hin.

Jedem tmagindren Punkt auf der betrachteten Geraden ist auf diese Weise ein Pfezl
zugeordnet?). Wird der Imaginirteil der Koordinate a + ¢/ Null, so strebt auch die
Liange des Pfeiles gegen Null. Wir sagen deshalb auch, daB8 den reellen Punkten
Pfeile der Lange Null entsprechen.

Die imaginidren Punkte auf der unendlichfernen Geraden einer Ebene lassen sich
allerdings nicht durch Pfeile geben. Wir werden darauf noch zuriickkommen.

Ist eine gerichtete elliptische Involution durch den Pfeil MN auf der Geraden g
gegeben und soll die harmonische Darstellung 4 BA4,B,; dieser Involution von dem
gegebenen Punkte A aus konstruiert werden, so kann man wie folgt vorgehen
(Fig.2): Um M zeichne man den Kreis mit dem Radius M N und wihlt den einen
Kreispunkt L, fiir den LMN ein rechter Winkel ist. 4, ist der Schnittpunkt der zu

1) Es ist iiblich, nicht von komplexen, sondern von imaginiren Punkten zu sprechen, auch wenn die
Koordinate nicht rein imaginar ist.

2) In dem Buche Ebene analytische Kurven und zu thnen gehorige Abbildungen (Leipzig und Berlin 1911)
verwendet E. Stupy fiir die Geometrie der Ebene die Darstellung eines imagindren Punktes durch ein
Paar reeller Punkte, z. B. durch das Paar N, Nj in obiger Bezeichnung.

Fiir die historische Entwicklung vergleiche man die Arbeit von A. RAMORINO, Gl elementi imaginari
nella geometria, Giornale di Matematiche 36, 242 (1897).
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AL normalen Geraden durch L mit g. Die Winkelhalbierenden des rechten Winkels
ALA, liefern B, B,. Hierbei ist darauf zu achten, daB die Punktfolge 4 BA,B, die
Richtung des Pfeiles besitzt.

3. Die imagindren Punkte in der Ebene und im Raume

Die Gesamtheit der co* Pfeile (eingeschlossen die Pfeile von der Linge Null) der
Ebene stellen uns die Zeichen der simtlichen imaginidren und reellen Punkte der
Ebene dar. Hat ein Punkt P in einem rechtwinkligen (x,y)-System (mit gleichen Ein-
heiten auf beiden Achsen) die komplexen Koordinaten x =a+ia’, y=0-+F+ 140’
(a,a’, b, b reell), so findet man den Pfeil MN von P gemill Figur 3: Der Punkt
wird dargestellt durch die gerichtete elliptische Involution mit dem Mittelpunkt
M (a, b), der Potenz — (a’? + 4'%) und dem Sinne (a, b) > (@ + a’, b + b'). (In der
Figur sind a4’ und &’ positiv angenommen.)

Ebenso einfach ergibt sich: Der Punkt P(x, y, 2) im Raume mit den Koordinaten
x=a+zta, y=>b+1b", 2= c+ ic wird gegeben durch die gerichtete Involution
mit dem Mittelpunkt M(a, b, c), der Potenz —(a’?+ b2 + ¢’?) und dem Sinne
(@, b,c)>(a+a,b+0b,c+ ).

Hiermit ist jedem (vorldufig unter Ausschlufl der unendlichfernen Punkte) der co®
Raumpunkte, deren Koordinaten beliebige komplexe Zahlen sind, umkehrbar ein-
deutig ein geometrisches Gebilde zugeordnet. Nochmals sei betont, dafl wir hierbei
die durch eine gerichtete elliptische Involution gegebenen koordinierten Bewegungen
als das sachgeméiBe Bild betrachten; der Pfeil ist uns nur ein Kurzzeichen fiir diese
Bewegungen.

4. Die Geraden einer Ebene

Liegt eine gerichtete elliptische Involution (etwa gegeben durch einen Pfeil) auf
der Geraden / vor und projiziert man deren Punkte von einem beliebigen auller-
halb 7 liegenden Punkte S aus, so wird im Strahlenbiischel (S) eine gerichtete ellip-
tische Strahleninvolution festgelegt. Eine besondere elliptische Strahleninvolution in
(S) ist die Rechtwinkelinvolution, in der jeder Geraden durch S die zu ihr normale
Gerade durch S zugeordnet wird. Es ist nicht ndétig, ndher zu erkldren, was unter
der harmonischen Darstellung aba, b, einer gerichteten elliptischen Strahleninvolu-
tion zu verstehen ist.

Es erweist sich gemaf3 dem Dualitédtsgesetz in der Ebene als sachgeméB, zu erkldren :
Eine gerichtete elliptische Strahleninvolution ist das Bild einer imagindren Geraden.
Da es im Raume imaginire Gerade gibt, die sich nicht auf diese Weise geben lassen,
nennen wir die eben eingefiihrten imaginiren Geraden spezielle imaginidre Geraden?).
DaB zwischen den imagindren Geraden der Ebene und den gerichteten elliptischen
Strahleninvolutionen eine umkehrbar eindeutige Beziehung besteht, wird sich aus
dem folgenden ergeben.

Der imagindre Punkt P(ABA,B,;) liegt in der reellen Geraden g, wenn die Ele-
mente der Involution 4ABA,B,, das heilt der Pfeil von P 2) in g liegt. Durch einen

1) Eine dem Pfeil entsprechende Darstellung der imaginiren Geraden ist durch Auszeichnung eines
Punktes der Ebene (wie die Pfeildarstellung eines Punktes durch Auszeichnung der unendlichfernen
Geraden) moglich, jedoch wiirde die Ausfithrung an dieser Stelle zu weit gehen.

%) Wir sagen im folgenden auch abgekiirzt «der Pfeil P».
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imagindren Punkt geht somit (in der Ebene) genau eine reelle Gerade. Der imaginire
Punkt P (A BA;B,) liegt in der imagindren Geraden g(aba,b,), wenn die darstellen-
den Punkt- und Strahleninvolutionen einschlieflich ihres Sinnes perspektiv sind. In
einer imaginiren Geraden liegt genau ein reeller Punkt, ndmlich der Triager S der die
Gerade darstellenden gerichteten elliptischen Involution.

Nun wollen wir uns einen Uberblick iiber die simtlichen imaginiren Punkte einer
imagindren Geraden verschaffen. (Die simtlichen Punkte einer reellen Geraden g
werden einfach durch alle Pfeile, die in g liegen, dargestellt.) Es geniigt hierzu, die
Verhiltnisse bei einer ¢sofropen Geraden zu untersuchen, d. h. bei einer imaginiren
Geraden, die durch eine gerichtete Rechtwinkelinvolution gegeben ist.

Ist a, a, ein Rechtwinkelpaar (Fig. 4) und b, b; das zu a, a; harmonisch liegende
Rechtwinkelpaar, so schneidet die zu a senkrechte Gerade ! die gerichtete Recht-
winkelinvolution in einer gerichteten elliptischen Punktinvolution, deren Pfeildar-
stellung M N sofort anzugeben ist: M ist der Schnitt von / mit 4, N der Schnitt von
! mit b?). Hiernach lassen sich die simtlichen Punkte einer isotropen Geraden leicht
iiberschauen. Fig. 5 deutet die entsprechenden Pfeile an. Kurz: Eine isotrope Gerade
liefert einen votatorischen ebemen Wirbel. Der einzige reelle Punkt der isotropen Ge-
raden ist der Wirbelmittelpunkt.

Jede Strahleninvolution kann offenbar durch eine Affinitit, sogar durch eine
orthogonale Affinitit in eine Rechtwinkelinvolution iibergefiihrt werden. Hieraus
ergibt sich das Bild (Fig. 6) fiir die imagindren Punkte irgendeiner imaginiren
Geraden der Ebene. Eine speziclle imagindre Gerade liefert einen ebenen Wirbel.

Wir geben weiter das Bild fiir alle diejenigen Punkte einer imagindren Geraden, fiir
welche die Anfangspunkte ihrer Pfeile einer Geraden / angehéren. Figur 7 zeigt dies
fur eine isotrope Gerade. Die Endpunkte der Pfeile liegen in einer Geraden. (Dies
schlieBt man etwa mit Hilfe des folgenden Satzes: Veridndert sich ein Quadrat
derart, daB eine Ecke S festliegt und eine Nachbarecke von S eine Gerade beschreibt,
so beschreiben auch die iibrigen zwei Ecken Gerade.) Hieraus folgt durch Affinitdt:

Gehoren die Anfangspunkte von Pfeilen, die Punkte einer speziellen tmagindren
Geraden g darstellen, einer Geraden I an, so bilden die Endpunkte eine zur Reihe der
Anfangspunkte dhnliche Punkireihe.

Sind zwei Punkte P, Q (d.h. ihre Pfeile) einer speziellen imagindren Geraden
gegeben, so lassen sich auf Grund dieses Satzes leicht weitere Punkte dieser Geraden
konstruieren (Fig. 8).

Zwei Pfeile nennen wir zusammenhdngend, wenn der Endpunkt des einen der beiden
Pfeile zugleich der Anfangspunkt des andern ist. Zwei zusammenhidngende Pfeile
haben zum Triager S (zum reellen Punkt) der Geraden eine besondere Lage, deren
Beachtung uns noch niitzlich sein wird. Fig. 9 zeigt zwei solche Pfeile 72, 23, die
einer isotropen Geraden angehdren (d. h. Punkte dieser Geraden darstellen). Hieraus
folgt durch Affinitdt die in Fig.10 gegebene Konstruktion des Tréigers S der Geraden,
von der zwei zusammenhingende Pfeile 72,23 gegeben sind: 7234 und 724 S sind
Parallelogramme.

Fig. 11 zeigt schlieBlich noch diejenigen Pfeile einer speziellen imagindren Geraden,
die in den reellen Geraden eines Biischels (T') liegen. (In der Figur ist eine isotrope
Gerade angenommen ; der allgemeine Fall ergibt sich durch affine Umformung.)

1) In Fig. 4 sind die Bezeichnungen b und b; zu vertauschen.
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Es ist noch ein Spezialfall zu erwdhnen : Eine gerichtete elliptische Strahleninvolu-
tion aba,b; in einem Biischel paralleler Geraden gibt eine spezielle imaginire Gerade
mit unendlichfernem Trager S. Die Anfangspunkte aller Pfeile dieser Geraden liegen
in der Geraden a des Biischels, der in der Involution die unendlichferne Gerade a,
zugeordnet ist, die Endpunkte liegen in einer Geraden b, deren zugeordnete b, von a
denselben Abstand hat wie b (Fig.12).

Die erlduterte Lage der Pfeile, welche die Punkte einer imaginiren Geraden liefern,
1aBt sich auch leicht analytisch aus der Gleichung 4 x + By 4+ C = 0 herleiten,
wobei A, B, C beliebige komplexe Koeffizienten sind.

Schneidet man eine gerichtete elliptische Strahleninvolution mit der unendlich-
fernen Geraden der Ebene, so ergibt sich als Schnitt eine gerichtete elliptische Punkt-
involution, die einen imagindren Punkt dieser Geraden bestimmt.

5. Verbinden und Schneiden in der Ebene

A. Zwei Punkte P, Q) bestimmen genau eine Gerade g, die P und Q enthilt.

B. Zwei Gerade p, g bestimmen genau einen Punkt G, der auf  und ¢ liegt.

Bewers zu A. Sind P, Q reell, so ist nichts zu beweisen. Ist P reell und Q
imagindr, so ist g imagindr, sofern P nicht auf der Geraden des Pfeiles Q liegt.
P ist der Triger der g darstellenden, zur Involution von Q perspektiven Strahlen-
involution.

Sind P, Q imagindir, so ist g imaginér, sofern P, Q nicht derselben reellen Geraden
angehoren. g muB} dargestellt werden durch eine gerichtete elliptische Strahleninvolu-
tion, die zu den P und Q darstellenden gerichteten Punktinvolutionen einschlieBlich
des Sinnes perspektiv ist. Ist U der Schnittpunkt (Fig.13) der Geraden der Pfeile
P, 9, so bestimme man die harmonischen Darstellungen UV U,V,, UV'U; VY
(nach Fig.2) der P, Q darstellenden Involutionen. Die Verbindungsgeraden U,U; = u,,
VV' = v, VV{ = v; gehen dann durch einen Punkt S. Die Geraden # = SU, #,, v, v,
bestimmen die gerichtete elliptische Strahleninvolution #vu,v,, welche die gesuchte
Gerade g darstellt.

Einfacher ist die in Fig. 14 gegebene Konstruktion mit Hilfe der frither gemachten
Bemerkung iiber zusammenhidngende Pfeile. Zundchst kann man aus den Pfeilen
P, Q gemall dem Satze zu Fig. 8 leicht die zusammenhdngenden Pfeile 72, 23 kon-
struieren, wobei 72 der Geraden durch die Anfangspunkte, 23 der Geraden durch
die Endpunkte der Pfeile P, Q angehoren.

Beweis zu B. Wir betrachten sofort den Fall, in dem p und ¢ imaginir sind und
verschiedene reelle Mittelpunkte S, S” haben. Ist # die Verbindungsgerade SS’, so
bestimme man (etwa mit Hilfe eines geraden Schnittes) die harmonischen Darstel-
lungen % v u,v;, uv uyv; der beiden p, g gebenden Strahleninvolutionen. V =v7’,
Vi=1v,v;, Uy =u,u; liegen dann in einer reellen Geraden g. Ist noch U der
Schnittpunkt # g, so liefert die gerichtete Involution UV U, V; den gesuchten Schnitt-
punkt G.

Hiermit beherrscht man die Operationen Verbinden und Schneiden in der kom-
plexen Geometrie der Ebene. Wie die Stetigkeit im komplexen Gebiet erklart wird,
ist aus der Stetigkeit im entsprechenden Gebiet der Pfeile ohne weiteres klar. Auf
die Anordnungssitze kénnen wir hier nicht ndher eingehen.
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6. Die imagindren Punkte und Tangenten eines Kegelschnittes

Wir geben die Konstruktionen und deuten nachtriglich den Beweis an. Fig. 154
zeigt die Verhiltnisse fiir einen Kreis. Man konstruiere eine zum Kreis konzentrische
gleichseitige Hyperbel, fiir welche die Linge der Hauptachse gleich dem Kreisdurch-
messer ist. Die zur Hauptachse senkrechten Halbsehnen liefern Pfeile (mit den
Spitzen auf der Hyperbel), welche simtlich imaginire Punkte des Kreises darstellen.
Die Tangente im imaginédren Punkte P ergibt sich wie folgt: Man bestimme den Pol S
der Geraden s, welche den Pfeil P trigt. Die gerichtete Strahleninvolution in S, die
perspektiv ist zur P darstellenden Punktinvolution, liefert die Tangente. Um simt-
liche Punkte des Kreises zu erhalten, hat man die Figur 154 um den Kreismittelpunkt
zu drehen. Man beachte insbesondere: Es ist aus dem Pfeilfeld des Kreises sofort zu
sehen, daB jeder Kreis zwei bestimmte imaginire Punkte der unendlichfernen Geraden
enthdlt, ndmlich diejenigen Punkte, welche von den gerichteten Rechtwinkelinvolu-
tionen (isotrope Geraden) aus jener Geraden geschnitten werden. Um die Tangenten
von einem inneren Punkte S des Kreises an diesen zu legen, hat man einen ebenen
Wirbel mit dem Mittelpunkt S zu bestimmen, der mit dem Kreis esnen Pfeil gemein-
sam hat. Das Pfeilfeld des Kreises zeigt unmittelbar anschaulich, daB die Tangenten
vom Kreismittelpunkt aus die isotropen Geraden dieses Punktes sind.

L4Bt man den Radius des Kreises gegen Null streben, so verwandelt sich sein
Pfeilfeld in einen doppelten rotatorischen Wirbel (Figur 1554, die zwei isotropen
Geraden des Mittelpunktes). Fig. 15¢ deutet noch die Punkte eines imaginiren
Kreises an.

Um die imagindren Punkte und Tangenten eines beliebigen reellen Kegelschnittes
zu konstruieren, fithren wir den Begriff der harmonischen Spiegelung ein. Ist 4 ein
nicht auf der Geraden ¢ liegender Punkt, so bedeutet die harmonische Spiegelung
einer Figur UVW... an 4 und ¢ die zentrische Kollineation mit dem Zentrum A, der
Achse ¢ und der Charakteristik —1. Um den Spiegelpunkt U, zu U zu konstruieren,
hat man also den Strahl AU mit ¢ zu schneiden und den Punkt U, zu bestimmen,
der mit U den Punkt 4 und jenen Schnittpunkt harmonisch trennt.

Es sei jetzt irgendein Kegelschnitt £ vorgelegt. Wir wollen die Schnittpunkte mit
einer Schar paralleler (reeller) Geraden bestimmen. s sei eine Gerade der Schar
(Fig. 16), die % nicht reell trifft. Man konstruiere zuerst eine zu s parallele Tangente ¢,
B sei deren Berithrungspunkt, 4 der zweite Endpunkt des Durchmessers durch B.
Nun spiegle man %2 harmonisch an 4 und ¢ Es entsteht ein Kegelschnitt %,, der &
in A und B beriihrt. 4B schneidet s im Anfangspunkt C der Pfeile CU; und CV;,
deren Endpunkte %, angehéren. Diese Pfeile stellen die imaginiren Schnittpunkte
P, Q von s mit % dar.

Fiihrt man diese Konstruktion fiir alle £ nicht reell schneidenden Geraden aus, so
erhdlt man sdmtliche imagindren Punkte von k. (Bei einer Parabel £ wird %, eine zu
k kongruente Parabel.)

Um im Punkte P die Tangente zu konstruieren, bestimme man den Pol S der
Geraden s durch den Pfeil P. Die gerichtete elliptische Strahleninvolution in S, die
zur P darstellenden Involution perspektiv ist, liefert die gesuchte Tangente.

Der Beweis der angegebenen Konstruktion ergibt sich aus dem Satze: Das Neben-
dreieck eines einem Kegelschnitt einbeschriebenen vollstindigen Viereckes ist ein
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Polardreieck. Dreht sich in Fig. 17 XY um den Punkt S, so beschreiben somit die
Nebenecken X', Y’ des vollstindigen Viereckes A BXY die Polare s von S; ferner
sind X', Y’ konjugiert, beschreiben also die von % auf s erzeugte Punktinvolution?).
Die Punkte U,, V; in Fig.16 sind hierbei diejenigen zugeordneten Punkte dieser
Involution, welche deren Mittelpunkt C und den unendlichfernen Punkt von s har-
monisch trennen.

Hiermit haben wir einen anschaulichen Uberblick iiber simtliche imaginire Punkte
und Tangenten eines reellen Kegelschnittes gewonnen. Es ist leicht, dies auch auf null-
teilige Kegelschnitte zu {ibertragen. Im folgenden wollen wir uns aber den imaginiren
Elementen im Raume zuwenden. (SchluBl folgt.)  L.LocHER-ErRNsT, Winterthur.

Uber das Rechnen mit Grofden

1. Groflen

Bereits im téglichen Leben und viel mehr noch in der Physik und in den Natur-
wissenschaften kommen wir in die Lage, GroBen (Lingen, Flichen, Zeiten, Krifte,
Energien, Spannungen usw.) zu messen. Dabei untersuchen wir, wie oft eine Einheit
derselben Art in der gegebenen GroBe enthalten ist. Wir bestimmen also eine Quan-
titat, die einen reinen Zahlenwert darstellt. Die GroBe besitzt aber auch eine Qualitit,
die in verniinftiger Weise der Zahl zuzuordnen ist. Eine Gré8e — wir beschrinken uns
hier auf die physikalischen — hat demnach immer zwei Merkmale: Quantitit und
Qualitit.

Fiir jede Art von GréBen kénnten wir eine beliebige Einheit (cm, m?2, s, kg usw.)
wihlen und damit die Erscheinung zahlenmiBig erfassen. So kénnten wir mit einem
quadratischen Blech von 1 m Seitenlinge Fliachen ausmessen. Fiir eine wissenschaft-
liche Erkenntnis geniigt dies allein nicht, zudem wire die Messung praktisch oft
kaum ausfithrbar. Gewisse GroBen verschiedener Art kénnen nach bestimmten, in
diesem Falle physikalischen Gesetzen zusammenhangen, und dies gilt auch fiir ihre
Einheiten. Der Wunsch, die GréBen und ihre Einheiten zu ordnen, fithrt zu den
Begriffen Dimension und MaBsystem.

Es stellt sich hier die oft aufgeworfene Frage, ob zum Beispiel der Ausdruck
F = a - b fur die Fliche eines Rechteckes bloB3 eine reine Zahlengleichheit darstelle
oder ob die GréBen als solche in Verbindung treten. Die Antwort erscheint nicht ein-
deutig, da manche Schulbiicher in dieser Hinsicht unklar oder inkonsequent sind.
So werden in einem bekannten Geometrielehrbuch?) die Strecken a, b, ¢, ... durchweg
als GroBen behandelt, wihrend im Ausdruck a - b fiir 2 und b nur noch die MaB-
zahlen zugelassen werden?).

1) Ein nicht ausgearteter Kegelschnitt k erzeugt auf jeder reellen Geraden s seiner Ebene eine Involution,
ndmlich die Involution konjugierter Punkte auf s. Ist die Involution hyperbolisch, so stellen die Doppel-
punkte die diesfalls reellen Schnittpunkte von s mit & dar. Ist die Involution elliptisch, so sind ihre ima-
gindren Doppelpunkte die gemeinsamen Punkte von s und k.

2) F. GonsetH und P. Marrti, Planimetrie, 1. Teil (Zurich 1933), S. 137-139. Ebenso W. BNz, Stereo-
metrie (Zirich 1928), S. 172.

3) Dagegen wird im Buch von L.LocHER-ERrNsT, Differential- und Integralrechnung (Basel 1948) aus-
drucklich auf GriBengleichungen eingegangen.
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