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78 G. GrimMm: Zur Kreisberechnung von Huygens

Auch hier ist es wieder vorteilhaft, an Stelle der Lingen 4 und e die Verhiltnis-
zahlen d

Z—k und = =m (16)
4 S
zu benutzen. Es ist dann
M,=7s [arc cosk + 1”1(% /1 — k2
- 1—-R m+k
— (1 —m2(1—m— k) ]/ﬁfzm v AT C0S »1—}1%-] : (13d)

Wir wollen endlich die Ebene der Ellipse durch 4 und p festlegen und die Verhilt-

niswerte P
4 to o
-~ = k und tef =
verwenden. &

Wendet man nun auf das Dreieck, das den AufriB des Kegelhufes darstellt, den
Sinussatz an, so findet man fiir e die folgende Darstellung durch % und ¢:

t (17)

e=(r —d) ot = s == T (18)

sin (w+ ) 1+¢
und durch Einsetzen dieses Wertes in (13c) schlieBlich

14kt g 14 k1)?
M,=rs arccosk—}—t—i—liw-—[/l——kz— (L+kD)

(1 :‘;2)3/! arc

R+t
oS, kAt‘] . (13e)

In dem Sonderfall, daB die gerade Hufkante UV durch den Mittelpunkt des
Grundkreises geht, ist 4 = 0 bzw. £ = 0. Die Formeln fiir den Mantelinhalt des Dreh-
kegelhufes mit elliptischer Begrenzung haben in diesem besonderen Fall die ein-
fachere Gestalt

p—_ — p\3
M¥ = —g rs+r »gs(:s_ 2 z) -7 T/;éf%;)“ arc cos 8—?_7, (13c*)
4 m (1l —m 1—m \3 m
bzw. Mf=rs [—2— + 3 m) - (1/1_:5;%> arccos—4— - (13d%*)
7T t arccos ¢
und Mi=rs|Z4 tg - (142)%}' (13¢*)
(SchluB folgt.) ARNULF REUSCHEL, Wien.

Zur Kreisberechnung von Huygens

HuvYGENS’ Arbeit De circuli magnitudine inventa®) erschien im Jahre 1654. Zur Be-
stimmung der Kreisfliche werden reguldre, dem Kreise einbeschriebene Vielecke ver-
wendet, und die auftretenden Segmente schdtzt HuyGeENs mit Hilfe von Parabel-

1) In deutscher Sprache ist diese Abhandlung enthalten in: F. Rubpio, Archimedes, Huygens, Lambert,
Legendre (B. G. Teubner, Leipzig 1892). Rubpio bezeichnet diese Leistung von HUvGENs als eine der
schonsten und bedeutendsten elementargeometrischen Arbeiten, die jemals geschrieben worden sind.
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segmenten ab. Dieser Gedanke ergibt eine wesentliche Verbesserung der klassischen
Kreisberechnung von ARCHIMEDES!).

Mit den einfachsten Hilfsmitteln soll im folgenden ein fiir den Unterricht brauch-
barer Zugang zur Huygensschen Kreisberechnung dargestellt werden. Eine Ver-
feinerung des Verfahrens der Segmentberechnung wird die Rechenarbeit bei der
Bestimmung von # erleichtern.

1. Anndherung des Kreises durch quadratische Parabeln und Parabeln 4. Ordnung

Im Kreis von Radius » denken wir uns das Segment OA A’ mit der Halbsehne
MA = s und der Pfeilhéhe OM = p. Der Hohensatz ergibt aus dem rechtwinkligen

I <

Dreieck OPO’ die Beziehung (Fig. 1)
y(2r—y)=x* (1)
zwischen den Koordinaten des laufenden Kreispunktes P. Insbesondere folgt aus (1)

fiir x = s und y = 9, b (27— p) = st (1)

Mit der Kreisgleichung (1) wiirde sich y als Wurzelausdruck in Funktion von x dar-
stellen lassen. Weil diese Form fiir eine elementare Berechnung der Segmentfliche
ungeeignet ist, wollen wir uns mit einer Abschiatzung von y durch ganze rationale
Funktionen in x begniigen. Aus (1) folgt vy = x2?/(27 — y), und daraus ergeben sich
ohne weiteres die Niherungen

22 22 p

v SYSEp s sl = @

IA
lIA

1) K. KoMMERELL, Das Grenzgebiet der elementaren und hoheren Mathematik (K. F. Koehler, Leipzig1936),
S. 28-34. In diesem gediegenen Werk stellt K. KommeRELL die Sdtze von HuvGens iiber die Kreis-
berechnung in leicht verstindlicher Form dar. HuYGENS selbst hat es vermieden, den Grundgedanken
seiner Abhandlung anzugeben.
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Nach (2) ersetzen wir den Kreisbogen 4’04 das eine Mal durch einen Bogen der
Parabel y = x2/2 1), das andere Mal durch ein Stiick der Parabel y = p x%/s2. Fiir die
erste Hilfskurve ist unser Kreis K der Scheitelkriimmungskreis. Die zweite Parabel
beriihrt K in O und geht, zunichst im Innern des Kreises verlaufend, durch 4 und 4’.

Fiir den Fehler d(x) = y — (#?/2 7) findet man mit Verwendung von (1):

2 x?
6(x) - 2v—y 2y
2
oder o(x) = ?’,(;v—;_——ﬁ . 3)

Ersetzen wir im Zihler von (3) das y nach (2) durch seine obere Grenze (p/s%) x% und
wird fiir das y des Nenners p gesetzt, so folgt,

P 2

/4 -
d(x) = 2rst 2v—p  2rst x5

Wird dagegen das y des Zahlers durch die untere Grenze x?/27 und 27 — y durch 27
ersetzt, so ergibt sich x%/8 #3 < d(x). Damit finden wir die genauere Abschédtzung
Z2 xh

x2 P,
2y tsp =y =g, o, 7| =s @

von y durch zwei besonders einfache Polynome vierten Grades in x.

2. Angendherte Segmentberechnung

Der Kreisbogen A'0A (siehe Fig.1) werde zunidchst nach (2) durch die Parabel
y = x2(x > 0) angendhert. Wie kann der Inhalt des Parabelsegmentes OP(Q von
Fig. 2 elementar berechnet werden? Man wird zunédchst die schraffierte Flache be-
stimmen. Das Intervall 0 < x < swollen wir unterteilen durch die Punkte 7, P, B, ...
deren Abszissen xy= s, x; = sq, %, = sq?, ... (0 < ¢ < 1) eine geometrische Folge
bilden. Die zugehérige Obersumme 2 erscheint als Summe einer unendlichen geo-
metrischen Reihe mit dem Quotienten ¢3,

2“ xsd(l—q) o s°
1—-¢ 1+g+g¢*"

Fiir die entsprechende Untersumme ¢ gilt o = ¢22. Strebt g gegen 1, so nehmen ¢
und X den gemeinsamen Grenzwert

xs® sy,

3 3 (5)

limg=1lm2 =
g—r1 g—1

an. (5) stellt die schraffierte Fliche dar.
Dieses bekannte elementare Integrationsverfahren 148t sich auch dann anwenden,
wenn nach (4) die Ndaherungskurve

y=ax2+ fxt (a>0; §>0)

1) KoMMERELL verwendet statt dieser Hilfskurve die Parabel, welche K in 4 und A4’ beriihrt.
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an Stelle des Kreises tritt. Fiir die neue Obersumme 2’ und die Untersumme ¢’
ergibt sich bei derselben Intervalleinteilung

PO —
1+q+¢? +q+¢3+¢P¢+ ¢t

r_wstg Bsoqt
und M R R
3 5
3 5
g—1 g—1
ist die Formel fiir die gesuchte Flache.
Y
\0 y
y=oax? : l
}"o
4«6“&6 e o 5 | X
o Xg
X2
%
Xoas -—
Fig. 2

Halten wir uns an die erste Nidherung (2), so mul3 der Koeffizient « in (5) durch
die Werte p/s? und 1/2 r ersetzt werden. Durch Subtraktion der doppelten Flichen-

inhalte (5),

—a p s und s — pS—(Z—’V_Mpﬁ)_
3

3v 3y ’

vom Rechteck A4A’A"A" (siehe Fig. 1) ergibt sich eine untere und eine obere Grenze
fiir den Inhalt des Kreissegmentes 04 A’. Man findet

Prs<s<Sps(i+). @)

Die untere Grenze macht 4/3 vom Inhalt des Dreiecks 044" aus (Archimedische Seg-
mentformel), und die Differenz der beiden Néherungswerte,

i— P (8)

3

gibt ein MaB fiir die Genauigkeit der Betrachtung.
Um nach (4) die zweite Naherung zu verwenden, miissen wir in beiden Fillen in (6)

1 _p 1
o= und =«  oder B=55

El. Math. 6
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setzen. Daraus erhalten wir fiir den Inhalt des Kreissegmentes OAA’ die schirfere
Abgrenzung

4 P P - 4 : P 3 p2 (47— {7)
“3“ Zb S(l -+ '1—0‘7> < S < ‘3‘ 75 S(]. I 10 p B ﬁ—_%;%ﬁ> (9)
. . 5
mit der Differenz i’ pff(z:g:?) (10)

der beiden Grenzen.
Bemerkenswert ist die Naherungsformel
S ~ 5 ﬁs(l + 107)
in (9); sie eignet sich vorziiglich fiir die Berechnung und Konstruktion der Segment-
fliche. Leicht 148t sich der absolute und relative Fehler in eine Reihe entwickeln, die
nach Potenzen des halben Zentriwinkels x fortschreitet. Fiir x = 0 gelten die Aqui-

valenzen: absoluter Fehler ~ 7217140, relativer Fehler ~ (3/280) x% Wahrschein-
lich ist die Formel nicht neu.

3. Numerischz Evgebnisse

a) n =12

Dem Kreis vom Radius 7 = 1 werde ein reguldres Zwolfeck einbeschrieben. Die
Schenkelhéhe im zugehorigen Bestimmungsdreieck OA4 B (siehe Fig.3) betragt 2= 1/2.
Wir finden damit das bekannte Ergebnis fiir die Fliche unseres Vielecks, f;, = 3.
Aus s?+ p2=1 und s g = 1/4 folgt

und p—1— Jﬁ":;_l/ﬁ_ — 0,034 074 21).

Bei Verwendung der ersten Nédherung (7) gilt fiir die untere Grenze der zwdlf
Kreissegmente, 16 ps =4 (]/6 — ]/2 — 1) = 0,141 104 4. Die entsprechende obere
Grenze geht aus diesem Wert nach (8) durch Addition von

2 6 — 5 _
124 4P _ SV6=3V2=8 0015020
¥ 16
hervor, sie betrigt 16ps (1 -+ {—7) = 0,142 306 4.

Die Zahl z liegt deshalb zwischen den Grenzen
3,1411 <z < 3,1423.
Fiir die Anwendung der zweiten Nidherung nach (9) benétigen wir den Faktor

p Ve+y2
=11

1+ 407 =

.y E.VoEerumy, Finjstellige Logarithmen, Tafeln VI und V (Orell FiiBli, Ziirich 1948). Soll nur die erste
Niherung fir die Eckenzahl n= 12 allein verwendet werden, so geniigen fiinf Dezimalen.
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Die neue untere Grenze des Inhaltes der 12 Kreissegmente ist gleich

16ps (1+ 45,) = 45)/6—43)/2~ 48=0,1415852.

3, PPs@r—p) _ 3 (16p5) (47— p)

124" = 5 - < ., — 0,000 024 4

kann mit der Tafel V der Quadratzahlen!) und mit abgekiirzter Multiplikation be-
rechnet werden. Damit ist 7z in die Grenzen

3,141 585 <z < 3,141 610

0/ —
/
/ |
/ X |
1
/ |
/
/ ) |
A 2| 'P
[—-—i s \ K Paon <52
f—) N
/
Fig. 3 Fig. 4

eingeschlossen und die vier Dezimalen des Niherungswertes z = 3,1416 sind sicher-
gestellt.

b) Verdoppelung von #

Wie erhoht sich die Genauigkeit in der Berechnung der Kreisfliche, wenn die
Eckenzahl » des einbeschriebenen regulidren Vielecks fortgesetzt verdoppelt wird?
s, und p,, sollen Halbsehne und Pfeilhohe des Segmentes bedeuten, das zu unserem
n-Eck gehort. Aus Fig. 4 folgt nach den Sitzen von EUKLID und PYTHAGORAS

Pn 1 0%
son— |7 = Vst 2 (1)

und py, =7 — V;é_:?%: Durch Erweitern des Ausdruckes fiir -2 # mit » 4 }/»2 — s,

1y E. VoeLLmy, Finfstellige Logarithmen, Orell FiiBli, Ziirich 1948.
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und Verwendung von (11) finden wir die zweckméiBige Formel

_ Pnl2
Pan R e (12)
Mit diesen beiden Verdoppelungsformeln (11) und (12)1) 14Bt sich die folgende kleine
Tabelle berechnen. Sie enthidlt die Werte der Differenzen D,, = nd, und D, = nd;,

[s. (8) und (10)], aus der oberen und unteren Grenze fiir 7.

n D Dy,

n

12 | 0,001 2 0,000 024
24 | 0,000076 0,000 000 39
48 | 0,000004 8 | 0,000 000 006 2

Aus diesen wenigen Zahlen geht die rasche Konvergenz des Huygensschen Ver-
fahrens hervor. Sie soll durch eine asymptotische Betrachtung verstindlich gemacht
werden. In (11) 148t sich p2 gegen s2 bei hinreichend groBem = vernachlassigen;
denn es gilt

P S ,
—;7%“:(27_%?——%0 fir # ->oo.

Damit folgt aus (11) oder aus der trigonometrischen Beziehung

. (1800 Sp
sn:rsm( - ), San ~ -
Fiir die Differenzen
D _ mbRSy _ nsy n sy
n 37 3v(27—p,)°? 1248
i npds, (4v —p,) ns(4r — ns;
und Dn= =% :2073(27~§:;3~407%

findet man hieraus das asymptotische Ergebnis

D, ’ D,
’1'6", D2n L . (15)

Dyn~ ot

Nach (15) nehmen die beiden Folgen D,, D,,, D,,, ... und D,,, D;,, D;, asym-
ptotisch den Charakter von geometrischen Folgen mit den Quotienten 1/16 und
1/64 an.

Das Segment 044’ in Fig. 1 1aBt sich durch das Dreieck ZA'A zu einem Sektor
erginzen. Diese Fliche ist gleich dem halben Produkt aus dem Kreisbogen 4’04
und dem Radius. Aus (9) gewinnen wir auf diesem Weg eine Abschitzung des Sek-

1) (11) und (12) koénnen fiir geniigend groBe Werte von # durch die beiden elementar beweisbaren
Naherungsformeln ersetzt werden:

Sp . Ph . ) P2\ 1
Sgp & —- + —~,  Fehler von der GroBenordnung —(-—) +—, (13)
2 4s, 4s, Sn
2 ] 3 1
Don & %—"« + (ff) 27 Fehler von der GroRenordnung (%ﬁ) eyt (14)
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tors und des zugehérigen Bogens 4. Die Differenz aus b und der entsprechenden
Sehne 2 s liegt in den Grenzen:
.,2 . ps

4 pZs 2 ps 4 p2s Pis(4r —p)
37 Tas e SO 2s< 3Tt g Tt g, - (16)

Diese Abschiatzung kann fiir die Berechnung des Kreisumfanges verwendet werden.
G. GrimM, Herrliberg-Ziirich.

Kleine Mitteillungen

L. Ein topologischer Satz vibev endliche geschlossene Kuvven in dev Ebene

1. Eine Kurve wird endlich genannt, wenn sie eine endliche Bogenldnge besitzt. Wir
nehmen im folgenden an, dal die ebenen Kurven C und K endlich, geschlossen und
einziigig sind, eine endliche Anzahl » von Schnittpunkten haben und daB diese Schnitt-
punkte verschieden sind. Es wird noch angenommen, daBl K eine Jordansche Kurve
(ohne Doppelpunkt) sei und dafl C eine endliche Anzahl von Doppelpunkten besitze.
Dann ist v = 2 % eine gerade Zahl.

Bezeichnen Ay, A,, ..., A, die Schnittpunkte dev Kurven C und K und auch ihve Auf-
einandevfolge auf dev Kuvve C bet einer Beschveibung von C, so ist die Aufeinanderfolge
dieser 2n Punkte auf K eine Peymutation P dev 2w Elemente A, (h=1, 2, ..., 2n).
Bezeichnen A¥ (h=1,2, ..., 2n) 2n Punkte auf einem Kreis K*, deven Aufeinander-
folge bei positivem Umlaufen von K* wit devjenigen der Punkte A, auf dev Kurve K
sibeveinstimmi, gibt es fevmer im Kreise K* untev den n ungevaden bzw. gevaden Sehnen

A%y Afy, bzw. A¥ A%, (k=1,2,...,n; 4%, .,=4%)

my bzw. my sich schneidende Sehnmenpaare und liegt der Bogen A;:I2 von C innevhalb von
K, so besitzt die Kuvve C mindestens m, bzw. my Doppelpunkte innevhalb bzw. auferhalb
von K.

Zum Beweis dieses Satzes bezeichnen wir mit y, bzw. J§, den Bogen von C zwischen
den auf C aufeinanderfolgenden Punkten A4;;_;, Ag; bzw. Agy, Agpy. Dann liegen
die Bogen y,, v,, ..., ¥, bzw. 6, 65, ..., , innerhalb bzw. aullerhalb der Kurve K.

Wir nehmen erstens an, daB sowohl die Punkte A, und A} als auch die Kurven
K und K* iibereinstimmen. Schneiden die Sehnen A,; ; Ay; und Agp_y Az bzw.
Ag; Ag;yy und App Agy,y einander, so trennen die Punktpaare A,; ;4,; und
Aoy 1 Aoy bzw. Ag; Agiq und Agy Agpyy auf K einander. Dann werden also die End-
punkte des Bogens y,; bzw. J, von den Endpunkten des Bogens y,, bzw. ¢, auf K getrennt.

Bezeichnet y;, einen Teilbogen von y, mit den Endpunkten A,, ,, A,;, der sich in
keinem Punkte schneidet oder beriihrt, so wird die Kreisscheibe K = K* von y,, in
zwei Bereiche B, und B, geteilt. (y, kann mit y;, zusammenfallen.) Trennen die End-
punkte von y,; die Endpunkte von y,,, so gehort der eine Endpunkt von y, zu 8B,, der
andere aber zu B,. Der Bogen y, muf} also den Bogen y,, mindestens einmal schneiden.
Die Schnittpunkte sind Doppelpunkte der Kurve C.

Die Inversion in bezug auf den Kreis K = K* fiihrt den Bogen 4, von C in einen
innerhalb von K liegenden Bogen ¢; mit denselben Endpunkten iiber. Schneiden die
Kreissehnen Ay; Ag;,q und Ay Ay 41 einander, so trennen die Endpunkte der Bogen
0, und 67, auf K einander. Dann haben ¢; und J; innerhalb von K, und ihre inversen
Bogen §; und §, auBerhalb von K mindestens einen Schnittpunkt.

Damit ist der Satz fiir den Fall 4,=4} (h=1, 2, ..., 2n) bewiesen.

Es gibt offenbar eine topologische (d. h. eine eineindeutige und beiderseits stetige)
Transformation T einer beide Kurven C und K enthaltenden Kreisscheibe K, auf sich
selbst, wodurch die Jordan-Kurve K auf einen Kreis K’ abgebildet wird. Fiihrt diese
Transformation die Kurve C in die Kurve C’ iiber, so fiihrt sie die Doppelpunkte von
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