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54 H. Kre1s: Uber die Potenzsummen der natiirlichen Zahlen

die mit der darauffolgenden geraden Nummer haben immer entgegengesetztes Vor-
zeichen: . .
sign Py, ; = — sign P,,

FEine Tatsache, die sofort einleuchtet, da diese Permutationen sich nur durch Ver-
tauschung ihrer beiden letzten Elemente unterscheiden.

Ganz allgemein nehmen die Perioden einer beliebigen Ordnung ¢! nur zwei, und
zwar einander entgegengesetzte Zeichenfolgen an; und diese alternieren innerhalb
einer nachst héheren Periode regelmifBig. Fiir die Sechserperiode sind es die Zeichen-
folgen + — — + + — und — + + — — +. In jeder Periode gibt es gleichviel Plus-
und Minuszeichen.

Niemals kommen drei gleiche Zeichen hintereinander. In der Regel ist jedem
Zeichen das iiberndchste entgegengesetzt, es herrscht also der viergliedrige Wieder-
holungstyp + + — —, ausgenommen an den Grenzen der 24erperioden, wo z. B. an
den Stellen 23, 24, 25, 26 die Zeichenfolge — + — + erscheint. Diese Abweichung
unterbleibt jedoch bei den Vielfachen von 6!, tritt aber wieder auf bei denen von
8! usw., abwechselnd in Ausnahmen und Gegenausnahmen.

ALEXANDER AIGNER, Graz.

Uber die Potenzsummen der natiirlichen Zahlen

Die Summe S,(8) =17+ 29 4 30 4 -+ 02
der Potenzen der # ersten natiirlichen Zahlen fiir ganzzahlige positive Exponenten ¢
ist bekanntlich durch ein Polynom von # des Grades p + 1 darstellbar. Abgesehen
vom uneigentlichen Fall 1)

Sim) = "5

mulB, wie nachher bewiesen wird, dieses Polynom von folgender Gestalt sein:
a) bei einem geraden Exponenten p = 2 ¢:

Seo(t) =n(n+1) 2n+1) Poy [(27 +1)%,
b) bei einem ungeraden Exponenten, groBer als 1, p = 2¢ 4 3:
Saq+a(n) = n® (n 4 1) P [(2n + 1)7,

wo P ein Polynom des Grades ¢ — 1 bzw. ¢ des Quadrates von (2 n + 1) bedeutet.
Es ist beispielsweise:

nmn-+1)2n+1)

Sy(n) = . 6 T

Sym) = 22FEEED (3 0n 4127,

Saln) = 2 FDEEED 1325 4 1)3— 18 20+ 1)2 4 31,
n2(n + 1)2

53(”’) = 4



H. Krers: Uber die Potenzsummen der natiirlichen Zahlen 55

n?(n + 1)2
Ss() = — 75— [(2n+1)*—3],
n?(n - 1)2
S,(n) = g B @2n+1)t—222n+1)%+ 51].

Beweis der Formel a). Wir entwickeln die folgende, fiir x = 0 verschwindende,
gerade Funktion . oy
Foo(%) = (2 q) + (2 q)
nach Potenzen von x:
Foq(#) = Agq 220+ Agq o 22772+ + oo + Ay &2 (1)
Wir setzen in Gleichung (1) x=1, 2, 3, ..., » und summieren. Nun ist:

() -5 wma F ()=, @
HEIESE
ergeben sich, wenn man x=1,2, ..., bzw. x=—1, -2, ..., —#n einsetzt und

die entstehenden Gleichungen addiert, die Formeln (2). Demnach erhdlt man aus
Gleichung (1)

1 s
(ani 1) - (2 q : 1) = A4 Saq() + Agqg Spqa(t) 4+ -+ + Ag S4(n). (3)

Durch die Substitution 7 + 1 = (¢ + 1)/2, also { = 2% 4 1, geht die linke Seite von

(3) tiber in t 1 et 1
29g+1 2g +1

Denn aus der Beziehung

Da diese Funktion fiir £ = 0; -+ 1 verschwindet, kann der Faktor ¢ (2 — 1)
=4 (2n+ 1) (n2 + n) vom Polynom abgetrennt werden. Gleichung (3) kann folglich
geschrieben werden:

n(m+1) 2n+ 1) F, 1 [(2n+1)%] = Ayq Spq(®) + Agg_s Saq-2(®) + -+ Ay Sy(n).

Fiir ¢ = 1 wird also:
nn+1)2n+ 1) By= Ay Sy(n),
fir g = 2:
n(n+ 1) 2n+ 1) (By(2n+ 1)+ By) = 4] Sy(n) + A3 S,(n)
usw. Daraus geht hervor, daB die Ausdriicke Sy(n), S4(n), ... die behauptete

Form a) haben miissen.
Beweis der Formel b): Analog bildet man

(Zqi— 1) - (2 ;f 1) =Ayq1 X2+ Ap g #2714+ A (4)

Der Koeffizient A4, 148t sich ermitteln, indem Gleichung (4) in der Form geschrieben
wird

¥ ¥ —1 2 g1y 2q+1 2a-1 4 ... .
o () 2, 1 (o ) = A 29 Ay 22070 Ay
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durch x geteilt und x = 0 gesetzt:

1 —1 1 —1
2t (2a) * 2yt (2g) = 4
2
also Al = mf .
Gleichung (4) lautet jetzt
(Zq + 1) - (2 g f1) T 24+ 1 (’16) = Ay qa X2+ Ay y 22974 - A 2P,
Wird ¥ =1, 2, ..., » eingesetzt und summiert, so ergibt sich wegen (2):
n41 — 2 +1
(Zq + 2) + (Zq »IZL 2) T 2¢4+1 (n 2 ): Aggi1 Spqpa(m) + oo+ Ay Sg(n).  (5)

Die linke Seite von Gleichung (5) ist aber gleich

n(n+4 1) n—1 —_n—2

(29+1)(2g +2) [( 29 )+( 2¢q )“29"2]'

Durch die Substitution #» — 1 = (£ — 3)/2, also ¢ = 2# + 1, nimmt der Klammeraus-
druck folgende Form an:

t—3 —t—3
( g ) + <~~7"—w> — 2 ¢ — 2 = gerade Funktion von ¢£.
2q 2q

Diese gerade Funktion verschwindet aber fiir £ = - 1, denn

)+ () -20-2-1 212020

2q
Der Ausdruck ist deshalb durch #2 — 1 =4 (n? 4 n) teilbar, so daB Gleichung (5)
wird :
w2+ 1)2F, 1 [(2n+ 1)%] = Ayqyy Spqpa(®) + -+ + Az Sy(n). (6)

Indem man in Gleichung (6) nacheinander 2¢ + 1= 3,5, 7, ... einsetzt, ergibt sich
die Richtigkeit der Formel b).

Die Berechnung der Koeffizienten von S,(n) wird erleichtert, wenn man sich der
Identitdt bedient: S, (1) — S,(n— 1) = m.

H. KrEeis, Winterthur.

Zum Drallsatz fiir den starren Korper')

1. Zum Drallsatz bei ebener Bewegung

Fiir die Rotation eines starren Koérpers um eine raum- und korperfeste Achse gilt
bekanntlich der Drallsatz in der Form:

@‘Z{[ZM, (1)

1) Dieser Artikel ist ein Auszug aus einem vom Verfasser bearbeiteten Paragraphen des demnichst
im Reinhardt-Verlag, Basel, erscheinenden Buches Grundrif der Physik von Prof. Dr. P. HUBER und
Prof. P. FRAUENFELDER.
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