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Quelques considerations sur les spheres

Dans le fascicule III, n° 2, des Elemente der Mathematik, M. Longhi a propose le

probleme 32 dont la resolution nous a conduit aux quelques considerations suivantes;
nous les exposons dans Tespace ordinaire, mais elles valent sans autre pour un espace
de dimension quelconque.

1° - Nommons chaine orthogonale une suite de spheres dont chacune est orthogonale

ä la suivante. Nous dirons qu'une chaine varie quand, les centres des spheres
restant fixes, les rayons varient de facon ä conserver l'orthogonalite.

Soient 1, 2, 3, les spheres d'une chaine orthogonale, Plt P2, P3, leurs
centres. P2 ayant meme puissance par rapport ä 7 et ä 3, le plan radical de / et 3

passe par P2 et est perpendiculaire a P1P3. II est donc fixe pour toute Variation de la
chaine. Comme le plan radical de 3 et 5 est aussi fixe, il en est de meme du plan
radical de 7 et 5 qui passe par l'intersection des deux plans precedents. Les elements
radicaux de tous les anneaux impairs d'une chaine orthogonale restent fixes.

Soient quatre chaines orthogonales ayant le meme anneau initial: 1,2,3\1,2f ,3' \

1, 2"', 3" \ 1, 2'", 3"'. En considerant la chaine 3-2-1-2'-3', on voit que le plan radical
de 3 et 3' reste fixe, de meme que celui de 3 et 3", 3 et 3'", donc aussi le centre radical
de 3, 3', 3", 3m. D'autre part, le point P± est le centre radical de 2, 2', 2", 2'". Donc
si quatre chaines orthogonales ayant chacune un nombre pair d'anneaux varient de
facon ä laisser fixe le centre radical Px des premiers anneaux, le centre radical P4 des
derniers anneaux reste fixe. La correspondance PXP^ ne depend que des centres des

spheres; eile est birationnelle et sans points singuliers; c'est donc une collineation. A
un point Px ä l'infini correspond un point P4 ä l'infini; cette correspondance est
donc une affinite generale. (Remarquons que nous avons implicitement admis que les

points P2, P2" et P3, Pf etaient en position generale.)
2° - Le plan radical de 7 et 3 passe par P2; les spheres 7 et 3 se coupent sur ce plan.

On a ainsi la Solution du probleme propose: Etant donnes les points P2, P2, P2 P2
et les spheres 3, 3', 3", 3'", mener par P2, P2 des plans a, a', a", a"f qui coupent
respectivement 3, 3'" suivant des cercles situes sur une sphere 1. II suffit de mener
les spheres 2, 2', 2", 2'" de centres P2, P2" orthogonales ä 3, 3"'. La sphere
cherchee est la sphere orthogonale ä ces quatre spheres 2, 2'"'.

3° - Si l'on ne se donne que les points P2, P2", P3, P% on definit une
correspondance P^; cette affinite n'a qu'un point double dans le fini, P. Soient
ri> r2»r3> r4 ies rayons des spheres 1,2,3,4 dans une chaine orthogonale quelconque
de centres P, P2,P3, P, dx, d2, dzles distances PP2,P2PZ,PZP. Comme d?- r? + rf+ x,
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on a r\ -f- r\ d\ — if -f d§. II y a une seule valeur positive r1 r4t. Nous avons
la nouvelle propriete suivante: Etant donnes les points P2, P2 P3, P3
^7 £;mte une et une seule sphere 1, un seul Systeme de spheres 2, 2'", 3, 3'"
centrees en P2. P3 telles que 2 et 3, ,2'" et 3'" soient orthogonales et que 2,
3'" soient orthogonales ä 7. Les plans radicaux a, a'" de 7 et 3, 3'" passent

par P2, P2W; les plans radicaux b, bm de 7 et 2, 2'" passent par P3,
P3 Ajoutons encore les spheres c, cm, d, d'" de diametres PP2,

PP2 PP3> • • •, PPz - Nous obtenons ainsi une configuration transformee en elle-
meme par une inversion relative ä la sphere 7; cette transformation permute simple-
ment aetd,b et c. Soient 0 le centre de la sphere P2P2P2P2 0' celui de la sphere
P3P3P3P3 Les centres des spheres c sont sur une sphere centree sur PO. L'inVersion
transforme ces points dans les symetriques de P par rapport aux plans b, V".
Par suite, les pieds des perpendiculaires abaissees de P sur les plans b sont sur une
sphere centree sur PO. Par consequent, les plans b, b'" sont tangents ä une
quadrique de revolution de foyer principal P et d'axe PO; les plans a, a'" ä une
quadrique de foyer P et d'axe PO'.

4° - En considerant maintenant quatre chaines orthogonales de centres P2,P3,P^,
P5; ...; P2, P3', PI', P5W, on obtient aussi une et une seule sphere 7 qui les
ferme. Les plans radicaux a, a'"', b, br" de 7 et 3, 3'", 4, 4'" passent
respectivement par P2, P2 P5, P5W. Par consequent:

Etant donnes les points P2, P3, P4, P5; ...; P2 P3"', P4', P™, il existe une et

une seule sphere 1, et un seul Systeme de spheres 3, 3'", 4, 4'" centrees en

P3, P3", P4, P'l, un et un seul Systeme de plans a, a'", b, b'" passant
respectivement par P2, P2 P5, P5W et tels que: 3 et 4, 3'" et 4"' soient
orthogonales et que les huit cercles d'intersection de a et 3, V" et 4"' soient sur la
sphere 1.

Remarquons que l'orthogonalite de 3 et 4 pourrait etre remplacee par une relation
fg-f. r\= h2; il suffirait d'introduire entre 3 et 4 deux spheres s et s' de centres
S et Sf telles que: 3 et s, s et s', s' et 4 soient orthogonales et, si flt f2, /3 designent
les longueurs P3S, SS', S'P4, on ait f\ - /f + /§ A2.

5° - Reprenons les chaines orthogonales 1, 2, 3, 4; 1, 2', 3', 4; 1, 2", 3", 4\ 1, 2'",
3'", 4; les plans radicaux a, a'" de 7 et 3, 3'" determinent un tetra&dre de

sommets A, A'" tel que P4^4 est perpendiculaire ä P3P3P3P3, etc. D'autre
part, PXP3 est perpendiculaire ä A'A"A'" (plan radical de 7 et 3). Donc: Si deux
tetraldres (AA'A"A'") (A) et (P3P£P£Pg') (P) sont tels que les perpendiculaires

abaissees des sommets de (A) sur les faces de (P) concourent en un point P4, les

perpendiculaires abaissees des sommets de (P) sur les faces de (A) concourent en un
point P1.

Dans le cas particulier oü P1 P4 P, on obtient la Solution du probl&me suivant:
Etant donnes deux Utrahdres (P2, P2) (P2) et (P3, P3) (P3), trouver un
point P et deux tetraedres (A) et (B) tels que: Les droites PA soient perpendiculaires
aux faces de (P3), PB aux faces de (P2), PP2 aux faces de (A), PP3 aux faces de (B)
et que (A) soit circonsent ä (P2), (B) circonsent ä (P3).

6° - Tous nos theoremes subsistent encore dans les cas particuliers oü P2, P2

ou P3, P3 sont dans un plan; P2, P2 et P3, P3" sont chacun dans
un plan et m£me si P2, P2 ou P3, P3 sont sur une droite.
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Si les points P2, P2, P2\ P2 sont dans un plan, les points P3, P3', P3", P3m

etant quelconques, ä un point Px correspond bien un point Pn, mais tous les points
Px situes sur la meme perpendiculaire au plan P2, P2 donnent le meme point
Pn. II y a correspondance biunivoque entre les points Rx du plan P2, P2 et
les points Pn qui parcourent donc une surface. A un axe radical a des spheres 2, 2',
2", 2'" qui passe par Px correspondent: un axe radical a' des spheres 3, 3', 3" et un
axe radical a" des spheres 3', 3", 3"''. a' et a" ne dependent que du point Rx et se

coupent toujours au centre radical de 3, 3', 3", 3'". Le lieu du point Pn est donc le
lieu des points d'intersection de deux gerbes perspectives (ä un rayon ä l'infini cor-
respondant un rayon a l'infini) et le lieu de Pn est un plan n.

A tout point Pf de n correspond un point Pn de tc et inversement. La correspondance

P*Pn est une affinite qui n'a qu'un point double dans le fini, P* Pn\ c'est
aussi le seul point double P±= Pn.

Si les points P2, P2 sont sur une droite, ä tous les points Px situes dans un
plan perpendiculaire ä cette droite correspond le meme point Pn dont le lieu est une
droite sur laquelle il n'y a qu'un point de coi'ncidence Px Pn dans le fini.

Si les points P2, P2 sont dans un plan et les points P3, P3 dans un
autre plan, ä un axe radical a des spheres 2, 2', 2"', 2'" correspondent un et un seul axe
radical ä des spheres 3, 3', 3" et un et un seul axe radical a" des spheres 3', 3"', 3'"; la
correspondance a'a", biunivoque, affine, a un seul element double qui coupe son
correspondant a au seul point double Px — Pn. Nos theoremes sont donc egalement
valables dans ces cas particuliers. J.-P. Sydler, Zürich.

Bemerkung zur elementaren Inhaltslehre des Raumes
Es ist eine bekannte Tatsache, daß sich die Volumformel für ein allgemein gestaltetes

Tetraeder leider nicht ohne Grenzprozesse herleiten läßt; die elementare
Inhaltslehre des Raumes, das heißt die Lehre der Polyederinhalte, ist im Gegensatz zu
derjenigen der Ebene, der Lehre der Polygoninhalte, nicht in endlich geschlossener
Form entwickelbar. Dies liegt, wie allgemein bekannt ist, an einem bereits von
K.F.Gauss1), später erneut von D. Hilbert2) vermuteten Sachverhalt, der erst
von M. Dehn3) vollständig und exakt als zutreffend nachgewiesen wurde, wonach
Tetraeder gleicher Grundfläche und gleicher Höhe existieren, welche nicht «endlich-
zerlegungsgleich» sind. Zwei Polyeder heißen «endlich-zerlegungsgleich», wenn sich
das eine so in endlich viele Teilpolyeder zerlegen (zerschneiden!) läßt, daß man das
andere aus eben diesen Teilpolyedern wieder zusammensetzen kann. — Soll der Nachweis

der Volumgleichheit zweier derartiger Tetraeder dadurch geführt werden, daß
die beiden Körper in paarweise kongruente Teiltetraeder zerlegt werden, so muß
schon eine Zerlegung in abzählbar-unendlich viele Teile ins Auge gefaßt werden.

In der Tat beruht die berühmte Beweisführung des Euklid4) für die Volumgleichheit
zweier Pyramiden gleicher Grundfläche und gleicher Höhe letzten Endes auf der

*) Werke 8, 241, 244.
2) Math. Probleme, Gott. Nachr. 1900, 266.
3) Math. Ann. 55, 465-478 (1901).
4) Nach Artikel Zacharias, Encyklopadie III AB. 9, 940-942.
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